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Resumo
Investigamos a consisteˆncia causal e termodinaˆmica de modelos cos-
molo´gicos em Gravitac¸a˜o Cu´bica Quase-Topolo´gica (GQT), tal como
suas consequeˆncias fenomenolo´gicas. Para superpotenciais apropria-
dos de um inflaton auto-interagente, derivamos uma forma anal´ıtica
do fator de escala que reproduz caracter´ısticas importantes da evoluc¸a˜o
do Universo. Calculamos a entropia dos horizontes aparentes e de-
monstramos que as condic¸o˜es para que esta entropia seja uma func¸a˜o
crescente e positiva levam a restric¸o˜es sobre os valores ma´ximos da
densidade de energia. Os valores fisicamente permitidos dos dois
novos acoplamentos gravitacionais da GQT sa˜o enta˜o determinados.
De modo similar ao que acontece no caso da gravitac¸a˜o de Einstein-
Hilbert (EH), as equac¸o˜es de Friedmann generalizadas da GQT sa˜o
deduzidas a partir da Primeira Lei Generalizada da Termodinaˆmica.
Estuda-se em detalhes um modelo cosmolo´gico cuja equac¸a˜o de es-
tado na gravitac¸a˜o EH e´ linear. Uma importante consequeˆncia das
correc¸o˜es da GQT se comparadas com a gravitac¸a˜o EH e´ a presenc¸a
de um novo per´ıodo de acelerac¸a˜o do Universo jovem. Calculamos
as correc¸o˜es dos diamantes causais de Bousso, e demonstramos que
seu Princ´ıpio Entro´pico Causal, no contexto da GQT, continua for-
necendo o valor observado — extremamente pequeno — da constante
cosmolo´gica.
Abstract
We investigate the thermodynamical and causal consistency of cos-
mological models in cubic Quasi-Topological Gravity (QTG) in four
dimensions, as well as their phenomenological consequences. For ap-
propriately chosen forms of the inflaton superpotential, we derive the
explicit analytic form of the scale factor that reproduces important
features of the Universe evolution. We have calculated the entropy
for the apparent horizon and further demonstrated that the conditi-
ons that it be a nonnegative, nondecreasing function lead to specific
restrictions on the maximal values of the matter densities. The al-
lowed range of the values of the two new QTG gravitational couplings
is then established. Similarly to the case of Einstein-Hilbert Gravity
(EH), the generalized QTG Friedmann equations are shown to be ea-
sily derived from the Generalized First Law of thermodynamics. The
QTG counterparts of the EH model of linear equations of state are
studied in details. An important new feature of these QTG equations
of state is that they add a new early-time acceleration period to the
evolution of the Universe. The correction to the volume of Bousso’s
causal diamond are calculated. We have also demonstrated that the
Causal Entropic Principle, when applied to this QTG -Quintessence
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
A observac¸a˜o feita por Penzias e Wilson (1965) de um banho de radiac¸a˜o te´rmica
a` nossa volta, com temperatura de corpo negro de aproximadamente 3K — a
chamada Radiac¸a˜o Co´smica de Fundo (CMB na sigla em ingleˆs) —, marcou a
compreensa˜o moderna do Universo em dois pontos fundamentais. Em primeiro
lugar, confirmou-se que vivemos em um espac¸o-tempo com um grau nota´vel de
isotropia ao redor do nosso planeta; associado a` experieˆncia Copernicana de que
a Terra na˜o deve ocupar um ponto privilegiado no espac¸o, isto sugere fortemente
que as sec¸o˜es espaciais do Universo sejam, em larga escala, homogeˆneas. Outras
observac¸o˜es indicam que estas sec¸o˜es possuam curvatura nula, ou seja: a parte
espacial do Universo tem a topologia do espac¸o Euclidiano.1 Em segundo lugar,
a explicac¸a˜o mais coerente para a presenc¸a desta radiac¸a˜o partindo, simultanea
e homogeneamente, de todos os pontos do espac¸o em um passado remoto, e´ que
naquela e´poca o conteu´do material do Universo se encontrava em um estado muito
quente e denso; assim, a CMB forneceu uma convincente indicac¸a˜o observacional
para o modelo cosmolo´gico conhecido como ‘big-bang ’.
A caracter´ıstica principal da teoria do big-bang e´ o fato de que o Universo
“nasceu” de uma singularidade — onde densidade e energia do conteu´do mate-
rial eram infinitamente grandes — ha´ um tempo finito no passado. Ele possui,
portanto, uma idade finita que, como hoje revela o conjunto de observac¸o˜es as-
tronoˆmicas, e´ de aproximadamente 13.7 bilho˜es de anos.2
Desde o seu surgimento ate´ os dias atuais, a expansa˜o do espac¸o-tempo pro-
vocou um gradativo resfriamento da mate´ria presente no Universo, que que pas-
sou de uma fase de energias extremamente altas ate´ a fase recente com energias
muito baixas. Em seu esta´gio inicial, com energia da ordem da energia de Planck,
EPl ∼ 1028eV, a mate´ria se encontrava em um estado do tipo plasma de quark-
gluons, de natureza exclusivamente quaˆntica. Hoje (mais precisamente, desde a
1Ver, e.g., Weinberg (2008).
2Ver, e.g., Weinberg (2008).
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e´poca da dominac¸a˜o da radiac¸a˜o), sua baixa densidade de energia torna poss´ıvel
(e apropriada) a descric¸a˜o como um conjunto de fluidos barotro´picos cla´ssicos.
Um dos maiores enigmas da f´ısica atual diz respeito a` natureza destes fluidos
cla´ssicos. Apenas cerca de 5% da mate´ria observada, responsa´vel pela formac¸a˜o
de estrelas, planetas, etc, e´ mate´ria barioˆnica conhecida dos laborato´rios terres-
teres. Uma quantidade muito maior, cerca de 23% do conteu´do total de mate´ria,
e´ composta por um tipo exo´tico de part´ıculas que interage exclusivamente de
forma gravitacional — e e´ portanto invis´ıvel por outros meios que na˜o detecc¸a˜o
indireta, por exemplo atrave´s de curvas de rotac¸a˜o de gala´xias. A esta mate´ria
desconhecida e transparente a` luz se batizou ‘mate´ria escura’. Mais alarmante
ainda e´ que, fora este conteu´do ja´ parcialmente desconhecido, os restantes 72%
do total de mate´ria presente no universo se encontra na forma de uma “energia
escura”: algo que atualmente provoca uma expansa˜o acelerada do Universo, ao
contra´rio do que seria a princ´ıpio esperado de um sistema cuja u´nica forma de
interac¸a˜o e´ exclusivamente atrativa.
A atual fase acelerada do Universo na˜o e´, todavia, a primeira. A existeˆncia de
alguns problemas no modelo cosmolo´gico padra˜o — eficaz descric¸a˜o da evoluc¸a˜o
da histo´ria do Universo desde frac¸o˜es de segundo apo´s o big-bang ate´ os dias
atuais1 — levaram a` indicac¸a˜o de que o primeiro esta´gio da “vida” do Universo
tenha sido uma expansa˜o acelerada quase-exponencial, conhecida como ‘era in-
flaciona´ria’.2 Durante a inflac¸a˜o, flutuac¸o˜es quaˆnticas de um campo escalar,
chamado de ‘inflaton’, deram origens a pequenas inomogeneidades espalhadas
pela radiac¸a˜o co´smica de fundo, que se acredita terem sido as sementes das gran-
des estruturas hoje observadas no Universo, tais como gala´xias, aglomerados, e
os filamentos de mate´ria escura.
1.1 Gravitac¸a˜o de alta curvatura
A presenc¸a da singularidade no in´ıcio da histo´ria do Universo torna inevita´vel uma
formulac¸a˜o quaˆntica da gravitac¸a˜o, ao forc¸ar uma intersec¸a˜o entre os domı´nios
de validade de ambas as teorias. Na˜o ha´ atualmente um consenso sobre qual
abordagem fundamental deve levar a uma descric¸a˜o quaˆntica da gravidade; pore´m
existe, a n´ıvel semi-cla´ssico, uma descric¸a˜o robusta do comportamento de campos
quaˆnticos em espac¸os curvos,3 que corrige a ac¸a˜o de Einstein-Hilbert com a adic¸a˜o
de termos quadra´ticos do tensor de Riemann,
αRµανβ R
µανβ + βRµν R
µν + γR2 , (1.1)
1Um magistral relato desta histo´ria pode ser encontrado em Weinberg (1988).
2Ver, por exemplo, Linde (1990, 2008), Lyth (2000).
3Ver, por exemplo, Davies (1982).
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onde α, β, γ, sa˜o coeficientes constantes, proporcionais a ~2. Em conjunto
com a renormalizac¸a˜o da constante cosmolo´gica, Λ, e da constante de Newton,
κ2 = 16pi G, a presenc¸a destes contra-termos garante a renormalizac¸a˜o da teoria
quaˆntica campos no espac¸o curvo considerada; sua presenc¸a na Lagrangeana gra-
vitacional e´ portanto necessa´ria para que haja consisteˆncia “quaˆntica” em uma
teoria cosmolo´gica que proponha descrever a mate´ria no estado super-denso do
Universo muito jovem.
Isto motiva a investigac¸a˜o das chamadas extenso˜es de alta curvatura da ac¸a˜o






√−g {R + 2Λ + f(gµν , Rµναβ) + κ2Lmat} , (1.2)
onde f(gµν , Rµναβ) e´ uma combinac¸a˜o de poteˆncias do tensor de curvatura, tais
como









onde ni sa˜o nu´meros inteiros positivos. As extenso˜es de gravitac¸a˜o incluindo
este tipo de termos tambe´m aparecem nos limites de baixas energias de teorias
de cordas fechadas, cf. Polchinski (2005). Um princ´ıpio f´ısico para a escolha
dos coeficientes relativos das poteˆncias de curvaturas (os α, β, γ em (1.1)) pode
ser tomado como a imposic¸a˜o de causalidade das equac¸o˜es de campo, que devem
possuir derivadas de no ma´ximo segunda ordem da me´trica. No caso das poteˆncias
quadra´ticas (1.1), a u´nica combinac¸a˜o poss´ıvel que obedece esta condic¸a˜o para
uma me´trica arbitra´ria e´ o conhecido ‘termo de Gauss-Bonnet ’:
R2 − 4RαβRαβ +RαβµνRαβµν .
Nesta dissertac¸a˜o, vamos considerar, ale´m destas quadra´ticas, contribuic¸o˜es de
poteˆncias cu´bicas do tensor de Riemann, com uma combinac¸a˜o espec´ıfica de coefi-
cientes, mostrada na Eq.(1.4), de maneira a obedecer este princ´ıpo de causalidade,
chamada Gravitac¸a˜o Quase-Topolo´gica (Myers (2010), Ray (2010)).
1.2 Termodinaˆmica e a lei da gravidade
Uma das maiores descobertas na a´rea do conhecimento representando a fron-
teira entre a gravitac¸a˜o, as teorias de campos quaˆnticos, e a termodinaˆmica e a
mecaˆnica estat´ıstica foi a observac¸a˜o das propriedades “hologra´ficas” dos hori-
zontes que escondem a singularidade no interior de um buraco negro.1
1Ver, por exemplo, Penrose (1996), Wald (1984).
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Para que a segunda lei da termodinaˆmica seja va´lida na presenc¸a de um
horizonte de eventos, este deve possuir entropia igual a um quarto de sua a´rea,
em unidades geometrizadas.1 Em conjunto com o fato de que os horizontes, no
limite semi-cla´ssico, emitem radiac¸a˜o te´rmica com temperatura proporcional a` sua
gravidade superficial (Hawking (1975)), isto estabelece uma relac¸a˜o de Clausius
δQ = T δS , (1.3)
entre variac¸a˜o da massa do buraco negro (dM = δQ), sua gravidade superficial
T = κ/2pi) e a variac¸a˜o de sua a´rea (dA/4 = δS), que e´ sempre crescente (Haw-
king (1971)). Esta relac¸a˜o entre entropia e a´rea, proposta por Bekenstein (1973),
e a emissa˜o de radiac¸a˜o com temperatura proporcional a` gravidade superficial
e´ tambe´m va´lida para o horizonte cosmolo´gico do espac¸o de deSitter (Hawking
(1977)).
A relac¸a˜o profunda entre termodinaˆmica e gravitac¸a˜o se fez mais so´lida com
a derivac¸a˜o, por Jacobson (1995), das equac¸o˜es de Einstein a partir da relac¸a˜o
de Clausius sobre um horizonte de Rindler. Mais tarde, utilizando o formalismo
Noetheresco de Wald (1993, 1994) para associar uma entropia a horizontes de
Killing em teorias de gravitac¸a˜o modificada, foi descoberto que a validade da
relac¸a˜o de Clausius e´ na verdade mais geral que a validade da equac¸o˜es de Eins-
tein, isto e´: Em uma grande gama de exemplos de teorias, as equac¸o˜es de Einstein
modificadas podem ser obtidas a partir da relac¸a˜o termodinaˆmica (1.3), com a
entropia adequada (Padmanabhan (2006, 2010), Kofman (2003), Hadad (2009),
Sarkar (2009)).
Em espac¸os cosmolo´gicos, na˜o estaciona´rios, nos quais (a` excessa˜o do caso
deSitter) na˜o existe um vetor de Killing temporal, na˜o existe a carga de Noether
que se associa a` entropia do horizonte. Em casos de simetria esfe´rica, entretanto, e´
poss´ıvel construir uma termodinaˆmica associada ao horizonte aparente (Hayward
(1998)) utilizando o chamado vetor de Kodama, que faz papel semelhante ao de
um vetor de Killing, e se reduz a um vetor de Killing de fato no caso estaciona´rio.
Esta termodinaˆmica dos horizontes aparentes foi usada por Cai (2007, 2005) para
deduzir as equac¸o˜es de Friedmann modificadas.
1.3 Cosmologia Cu´bica Quase-Topolo´gica
O cena´rio descrito acima serve como motivac¸a˜o dos treˆs principais pontos de
pesquisa a que se dedica esta dissertac¸a˜o.
1Ver, por exemplo, Bousso (2002).
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Ac¸a˜o Quase-Topolo´gica.
Esta dissertac¸a˜o visa obter uma extensa˜o de alta curvatura para a ac¸a˜o de
Einstein-Hilbert, sob a condic¸a˜o de causalidade das equac¸o˜es de movimento, isto
e´: desejamos equac¸o˜es de movimento que possuam derivadas da me´trica de grau
menor ou igual a dois. Para uma me´trica arbitra´ria, isto so´ e´ poss´ıvel no caso
das chamadas Lagrangeanas de Lovelock (Lovelock (1971, 1972), Padmanabhan
(2013), Giribet (2008)), em que as combinac¸o˜es de altas curvaturas na ac¸a˜o for-
mam invariantes topolo´gicos, de modo que a u´nica Lagrangeana desta classe que
fornece equac¸o˜es de movimento na˜o-triviais em quatro dimenso˜es e´ a pro´pria
Lagrangeana de Einstein-Hilbert.
Como mostrado por Ray (2010), e´ todavia poss´ıvel escrever uma ac¸a˜o cu´bica
tal que as equac¸o˜es de movimento sejam na˜o de sexta ordem (como ocorre em












αβ − 40RαβγδRγµβνRδναµ −
−36RαβγδRαγRβδ + 8RαβRβγRγα
]−
−νL4 [WαβµνW µνγρW γραβ]+ Lmat}. (1.4)
Abandonando a requisic¸a˜o de causalidade para me´tricas arbitra´rias, nos con-
centramos no ansatz de Friedmann-Robertson-Walker:
ds2 = −dt2 + eA(t)dxi dxi , (1.5)
e ajustamos os coeficientes na expansa˜o em poteˆncias quadra´ticas e cu´bicas do
tensor de Riemann, de modo a obter equac¸o˜es de segunda ordem para esta me´trica
espec´ıfica. A Lagrangeana assim obtida e´ do tipo (1.4). Teorias de gravitac¸a˜o
como esta, em que a Lagrangeana e´ uma se´rie de poteˆncias do tensor de curvatura
do tipo Lovelock, pore´m sem ser um invariante topolo´gico, sa˜o chamadas de
Gravitac¸a˜o Quase-Topolo´gica (Myers (2010), Sinha (2011)).
Sendo os espac¸os FRW conformemente planos, seu tensor de Weyl, Wµναβ,
e´ identicamente nulo. As equac¸o˜es de Friedmann modificadas obtidas da ac¸a˜o
(1.4) na˜o dependem portanto do acoplamento ν. Ale´m disso, o termo quadra´tico
e´ simplesmente o invariante topolo´gico de Gauss-Bonnet, e assim as equac¸o˜es de
movimento na verdade possuem uma correc¸a˜o parametrizada apenas por µ. Ape-
sar disso, λ possui um papel fundamental na definic¸a˜o da entropia dos horizontes
aparentes.
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Termodinaˆmica de horizontes e restric¸o˜es entro´picas.
Usando o formalismo de Wald (1993, 1994), Myers (1994), encontramos uma
expressa˜o para a entropia, s(t), dos horizontes aparentes na gravitac¸a˜o cu´bica
quase-topolo´gica e, em uma generalizac¸a˜o dos me´todos de Jacobson (1995) e Cai
(2007, 2005), utilizamos esta entropia para derivar as equac¸o˜es de Friedmann
modificadas sob o prisma da relac¸a˜o de Clausius (1.3).
Para certos valores dos acoplamentos µ e λ, a func¸a˜o entropia na˜o e´ sempre
positiva e/ou crescente — o u´ltimo caso significando que a condic¸a˜o fraca de
energia na˜o e´ satisfeita. Isto impo˜e, como consequeˆncia das correc¸o˜es quaˆnticas a`
ac¸a˜o de Einstein-Hilbert, certas restric¸o˜es entro´picas sobre as escalas ma´ximas de
energia. Um dos objetivos principais desta dissertac¸a˜o e´ discutir as consequeˆncias
destas restric¸o˜es sobre os modelos cosmolo´gicos seguintes.
O universo inflaciona´rio.
Por construc¸a˜o, teorias do tipo (1.2) diferem de forma significativa dos resul-
tados da gravitac¸a˜o de Einstein em regio˜es do espac¸o-tempo onde a curvatura
e´ grande. Portanto a primeira utilidade da Cosmologia Quase-Topolo´gica que
desenvolvemos reside na ana´lise de modelos do Universo muito jovem.
Utilizando o me´todo do superpotencial (dS; G.M. Sotkov (2012, 2010)), de-
senvolvemos um me´todo de obtenc¸a˜o de uma classe de soluc¸o˜es anal´ıticas das
equac¸o˜es de campo. Este me´todo nos fornece uma ferramenta poderosa para a
criac¸a˜o de modelos cosmolo´gicos que simulem as principais caracter´ısticas feno-
menolo´gicas do universo observado, como o nu´mero de per´ıodos de acelerac¸a˜o.
Em particular, desenvolvemos em detalhes modelos que apresentam per´ıodos in-
flaciona´rios em regime de arrasto (‘slow-roll ’). Partindo de um u´nico potencial
(ou superpotencial) de mate´ria, obtemos uma cadeia de soluc¸o˜es ligando va´cuos
deSitter consecutivos, e descrevendo universos na˜o-singulares, de natureza similar
aos propostos por Starobinsky (1980) e Brandenberger (1992). Nos propomos a
obter um tal modelo que seja na˜o singular e ainda assim seja qualitativamente
compat´ıvel com as evideˆncias de uma fase in´ıcial quente e densa do universo ob-
servado, o que fornece uma indicac¸a˜o de como correc¸o˜es de altas curvaturas na
ac¸a˜o gravitacional pode contornar o problema da singularidade inicial.
O universo tardio e a constante cosmolo´gica.
A maneira mais usual de se obter soluc¸o˜es cosmolo´gicas para as equac¸o˜es de
Einstein e´ atrave´s da especificac¸a˜o de uma equac¸a˜o de estado relacionando as
componentes do tensor de energia-momento. Um modelo cosmolo´gico muito bem
sucedido em descrever a evoluc¸a˜o do universo desde a e´poca do desacoplamento
da CMB ate´ o esta´gio acelerado atual tem como base uma equac¸a˜o de estado
politro´pica linear, muito conhecida na literatura (Chavanis (2012), Eroshenko
(2005), Linde (1999)). Em particular, este modelo foi usado por Bousso (2007)
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para a elaborac¸a˜o de uma versa˜o do princ´ıpio antro´pico — chamada de “Princ´ıpio
Entro´pico Causal” — capaz de predizer corretamente a ordem de grandeza da
constante cosmolo´gica, cujo pequeno valor e´ um dos problemas mais profundos
da f´ısica atual.
A questa˜o abordada nesta dissertac¸a˜o diz respeito a` consisteˆncia deste modelo
de universo tardio em uma gravitac¸a˜o com correc¸o˜es quaˆnticas quase-topolo´gicas.
Desenvolvemos em detalhes as modificac¸o˜es que surgem na equac¸a˜o de estado
linear, e dedicamos especial atenc¸a˜o para as consequeˆncias destas correc¸o˜es nos




2.1 Os princ´ıpios da Relatividade Geral
A Teoria da Relatividade Geral1 trata a gravitac¸a˜o como a curvatura do espac¸o-
tempo, que e´ descrito por uma variedade diferencia´velM munida de uma me´trica
Lorentziana2 g, formando o par (M ,g). Ao longo desta dissertac¸a˜o, vamos con-
siderar M como sendo quadridimensional.
Observadores em queda-livre se movem sobre geode´sicas de M : corpos mas-
sivos se movem sobre geode´sicas tipo-tempo, cujo vetor tangente possui norma
negativa; fo´tons se movem sobre geode´sicas nulas, cuja norma do vetor tangente
e´ zero. No espac¸øplano de Minkowski, i.e. na auseˆncia de gravitac¸a˜o, geode´sicas
paralelas nunca se cruzam — as sec¸o˜es espaciais do espac¸o de Minkowski possuem
de fato a geometria intuitiva, Euclidiana. A manifestac¸a˜o da gravidade como cur-
vatura pode ser vista ao se analisar um feixe de geode´sicas em um espac¸o curvo:
corpos em queda-livre inicialmente paralelos tendem a convergir.
2.1.1 O desvio da luz
Considere uma famı´lia de geode´sicas nulas vizinhas, parametrizadas por um
paraˆmetro (afim) λ, e formando um feixe de a´rea seccional A(λ). Em um espac¸o





θ2 − σµν σµν + ωµν ωµν −Rµν kµ kν , (2.1)
1Ver, e.g., Hawking (1973a), Wald (1984), Weinberg (1972), Landau (1975).
2Usamos assinatura −+ ++, denotamos as componentes tipo-tempo e tipo-espac¸o de ten-
sores por ı´ndices gregos, na ordem 0123; utilizamos a convenc¸a˜o de sinal para o Tensor de
Riemann de Hawking (1973a) e Landau (1975).
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cf. Apeˆndice B. Aqui, kµ e´ o vetor tangente a`s geode´sicas, σµν e´ um tensor
sime´trico e de trac¸o nulo conhecido como ‘cisalhamento’, ωµν e´ um tensor anti-
sime´trico conhecido como ‘torc¸a˜o’, e θ e´ uma func¸a˜o escalar conhecida como ‘ex-







Suponha que o feixe de raios de luz forme, inicialmente (em λ = 0), um
cilindro “reto”, i.e. que na˜o possua torc¸a˜o nem cisalhamento, e com a´rea seccional
constante: ωµν(0) = σµν(0) = 0, e θ(0) = 0. A Eq.(2.1) mostra enta˜o que se
kµkνRµν 6= 0, a expansa˜o na˜o pode continuar sempre nula, e portanto em algum
ponto mais a` frente teremos A(λ) 6= A(0). Portanto, a curvatura do espac¸o-
tempo desvia os raios de luz. Um teorema1 facilmente demonstra´vel assegura
que, de fato, desde que algumas condic¸o˜es fisicamente razoa´veis sobre a mate´ria
seja imposta, as geode´sicas de fato convergem para um ponto.
O limite ma´ximo, c, sobre a velocidade de todos os observadores confina to-
das as curvas tipo-tempo ao interior de “cones” formados, em cada ponto, pelas
geode´sicas nulas. A` estrutura formada pelo conjunto destes ‘cones de luz’ cha-
mamos ‘estrutura causal’; ela determina quais pontos do espac¸o-tempo podem
trocar entre si informac¸o˜es por meio de sinais que se movam com velocidade no
ma´ximo igual a` da luz. A deformac¸a˜o de um feixe de geode´sicas nulas sugere
portanto a deformac¸a˜o de geode´sicas tipo-tempo, e de fato estas obedecem uma
equac¸a˜o ana´loga a` Eq.(2.1). Chega-se enta˜o a` conclusa˜o de que observadores
inerciais percebem uma acelerac¸a˜o relativa quando em um espac¸o-tempo curvo.
Tal acelerac¸a˜o e´ determinada pela curvatura do espac¸o-tempo apenas: part´ıculas
teste (i.e. que na˜o modifiquem esta curvatura) seguem as mesmas geode´sicas,
quaisquer que sejam suas massas. Esta foi precisamente a observac¸a˜o de Galilei
(1914): corpos com massas diferentes caem com a mesma acelerac¸a˜o no campo
gravitacional terrestre.
2.1.2 A Lagrangeana de Einstein-Hilbert
Assim como para todas as outras interac¸o˜es conhecidas, deve tambe´m ser poss´ıvel
descrever a gravidade a partir de uma ac¸a˜o apropriada. A (densidade) Lagrange-
ana correspondente deve ser uma func¸a˜o da varia´vel dinaˆmica correspondente ao
campo gravitacional. Este papel e´ interpretado pela me´trica g, que determina a
curvatura do espac¸o-tempo (M ,g).
Vamos fazer a requisic¸a˜o de que as equac¸o˜es de campo possuam, no ma´ximo,
derivadas de segunda ordem dos campos. Uma vez que as equac¸o˜es de Euler-




Lagrange apresentam uma derivada da Lagrangeana, esta fica restrita, em princ´ıpio,
a ser func¸a˜o de gµν e gµν;α — mas e´ imposs´ıvel formar uma func¸a˜o escalar com
apenas estes ingredientes. Outra opc¸a˜o e´ que a Lagrangeana seja uma func¸a˜o
linear da segunda derivada da me´trica, de maneira que esta possa ser transfor-
mada, por meio de uma integrac¸a˜o por partes, em uma func¸a˜o que ainda deˆ
equac¸o˜es de movimento de segunda ordem. E´ nota´vel que a func¸a˜o mais simples
que apresenta estas caracter´ısticas, a pro´pria curvatura escalar do espac¸o-tempo
dada pelo escalar de Ricci, R = gµνgαβ Rµανβ, fornec¸a as equac¸o˜es de campo
corretas.




√−gLEH ; LEH = R/κ2 (2.3)
como a ac¸a˜o representando o campo gravitacional dado pelo tensor me´trico g, e
acoplado com um conteu´do material composto por uma colec¸a˜o de campos que





Ao variarmos a ac¸a˜o total S = SEH + Smat com respeito a` me´trica, mantendo os
limites de integrac¸a˜o fixos2 obtemos as equac¸o˜es de campo, as famosas ‘Equac¸o˜es
de Einstein’,




que descrevem o fenoˆmeno da gravitac¸a˜o em excelente acordo com exaustivos tes-
tes observacionais. O tensor Tµν , obtido a partir da variac¸a˜o de Smat, e´ conhecido
como ‘tensor de energia-momento’, e o tensor Gµν = Rµν − 12Rgµν e´ conhecido
como ‘tensor de Einstein’; a relac¸a˜o entre ambos expressa de forma elegante a
ide´ia por tra´s da relatividade geral: a presenc¸a de mate´ria muda a geometria do
espac¸o-tempo.
2.2 A geometria do universo
Das interac¸o˜es fundamentais conhecidas, a gravitac¸a˜o e´ a mais fraca, pore´m a
u´nica que possui, simultaneamente, alcance infinito e natureza exclusivamente




16piG. No que segue, vamos escrever o elemento de
volume curvo explicitamente, fazendo da Lagrangeana uma densidade escalar.
2Em espac¸os assintoticamente planos, e´ usual tomar como limite de integrac¸a˜o o pro´prio
infinito espacial, assumindo que todos os campos tendam a zero neste limite.
10
2. Cosmologia
atrativa — assim, sendo os corpos macrosco´picos em geral eletricamente neutros,
e´ a gravidade a u´nica forc¸a a reger o Universo em larga escala, e qualquer te-
oria moderna a respeito do Universo deve ser consequentemente uma teoria de
gravitac¸a˜o.
Por outro lado, afirmar que o Universo pode ser descrito pelo mesmo conjunto
de leis f´ısicas que observamos na Terra pode parecer uma extrapolac¸a˜o perigosa.
Mas, a menos que surjam efeitos decorrentes das largas escalas em si mesmas,
na˜o ha´ motivos para crer que a f´ısica local seja diferente daquela em qualquer
outro lugar. A experieˆncia da Histo´ria nos aponta, efetivamente, o seguinte
Princ´ıpio Copernicano de Humildade:
O homem na˜o se encontra em um ponto privilegiado no Universo.
Assumindo que a f´ısica seja enta˜o ditada pela Relatividade Geral, a pergunta fun-
damental da Cosmologia pode-se formular como: Qual a geometria do Universo?
Observac¸o˜es do ce´u noturno revelam uma considera´vel isotropia ao nosso re-
dor, em distaˆncias maiores que o tamanho dos aglomerados de gala´xias, cerca de
1Mpc.1 O Princ´ıpio de Humildade sugere enta˜o que o Universo seja isotro´pico
ao redor de qualquer outro ponto, tendo por consequeˆncia que qualquer ponto
pode ser mapeado em qualquer outro atrave´s de uma rotac¸a˜o, e portanto todos
os pontos sa˜o equivalentes. Em outras palavras, o Universo e´ espacialmente ho-
mogeˆneo;2 assim podemos reformular o Princ´ıpio de Humildade com um fraseado
mais usual:
Princ´ıpio Cosmolo´gico:
O universo e´, espacialmente, completamente homogeˆneo.
Ou seja: O espac¸o-tempo pode ser folheado em hipersuperf´ıcies tridimensi-
onais a tempo constante, com curvatura constante, nas quais o fluido co´smico
formado pelas gala´xias, aglomerados de gala´xias, etc. se encontram (em me´dia)
em repouso. Este fluido define uma velocidade como´vel U e um ‘tempo co´smico’,
t, de observadores que se veˆem em repouso em relac¸a˜o a este fluido. Matemati-
camente, o cena´rio e´ descrito pela me´trica de Friedmann-Robertson-Walker.
A me´trica de Friedmann-Robertson-Walker.
De acordo com o princ´ıpio cosmolo´gico, as sec¸o˜es espaciais a tempo constante do
universo devem ser espac¸os 3-dimensionais de simetria ma´xima. Sendo assim, da
Eq.(A.9) tiramos que o tensor de Riemann das sec¸o˜es espaciais e´ escrito como
Rcabd = K (gad gbc − gab gcd) , (2.5)
1Ver Weinberg (1988).
2Repare que a u´nica coisa que podemos de fato observar e´ a isotropia ao redor do planeta
ao qual estamos presos. A noc¸a˜o de homogeneidade e´ uma suposic¸a˜o bem fundamentada.
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onde os ı´ndices latinos valem 1, 2 ou 3, e K = R/6 e´ sera´ chamada de “constante
de curvatura”. Vale lembrar que este espac¸o possui assinatura euclidiana.
A hipo´tese de isotropia em qualquer ponto da (sub)variedade significa que
pode-se escrever a me´trica como
dσ2 = eλ(r)dr2 + r2(dϑ2 + sen2ϑ dϕ2) . (2.6)
Calculando o tensor Ricci para este ansatz, e usando o fato de que Rab = 2K gab,
chegamos a` conclusa˜o de que:
eλ = 1−Kr2 ,
e temos que as geometrias de simetria ma´xima para um espac¸o euclidiano tridi-




2(dϑ2 + sen2ϑ dϕ2) . (2.7)
O valor |K| pode ser absorvido por meio de uma redefinic¸a˜o da coordenada radial,
logo o que importa e´ somente se K e´ positivo, negativo ou nulo. Respectivamente,
estes casos da˜o origem a`s geometrias de uma 3-esfera, um 3-hiperbolo´ide e R3,
que sa˜o as poss´ıveis geometrias das sec¸o˜es espaciais do universo.
O espac¸o-tempo 4-dimensional, apresentando um subespac¸o 3-dimensional
com uma me´trica de simetria ma´xima do tipo (2.7), e´ portanto invariante sob
as transformac¸o˜es
xa → xa′ = xa +  ζa(xm, t) ,
x0 → x0′ = x0 ,
para 6 vetores de Killing — que sa˜o o ma´ximo poss´ıvel para o subespac¸o tridi-
mensional, mas na˜o o ma´ximo poss´ıvel para o espac¸o-tempo. Sendo assim, temos
as isometrias £ζgαβ = 0, onde ζ
µ = (0, ζa):
gαβ, n ζ
n + gnβ ζ
n
, α + gαn ζ
n
, β = 0 . (2.8)
As componentes α = a, β = b desta equac¸a˜o sa˜o nada mais que as equac¸o˜es de
Killing no subespac¸o 3-dimensional de simetria ma´xima que e´ por isso satisfeita
por 6 vetores. As componentes α = 0, β = b e α = β = 0 da˜o, respectivamente,
g¯nb ζ
n
, 0 = 0 ,
g¯00, n ζ
n = 0 ,
onde a bara denota uma mudanc¸a de varia´veis no subespac¸o 3-dimensional: xa =
xa(x¯m, x0), x¯0 = x0, escolhida de forma que g¯0a = (∂x
m/∂x¯a) [(∂xn/∂x¯0)gmn + gm0]
se anule, i.e. (∂xn/∂x¯0)gmn = −gm0. Se g¯ab na˜o e´ singular, vemos que
ζn, 0 = 0 e g¯00, n = 0 ,
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isto e´, podemos fazer uma transformac¸a˜o de coordenadas de forma que a me´trica
assuma a forma
ζn = ζn(xa) e g¯00 = g00(x
0) . (2.9)
Assim, a equac¸a˜o de Killing (2.8) fornece a evoluc¸a˜o temporal da me´trica a partir
de um “tempo inicial” fixo x0(0):
gab(x
m, x0) = f(x0)gab(x
m, x0(0)) .
Mostramos, enta˜o, que a me´trica do espac¸o-tempo do universo pode ser escrita
como
ds2 = g00(x
0)(dx0)2 + f(x0) dσ2 ,
com dσ2 dado por (2.7). Redefinindo x0 por dx0 = dt
√
(−g00), e chamando
f(x0) = a2(t), ficamos finalmente com a me´trica conhecida como me´trica de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW):




2(dϑ2 + sen2ϑ dϕ2)
}
. (2.10)
No que segue, sera´ usual abreviar o elemento de linha sobre a esfera S2, por
do2 = dϑ2 + sen2ϑ dϕ2. Chamaremos a coordenada tipo-tempo t de ‘tempo
co´smico’; a func¸a˜o a(t) e´ conhecida como ‘fator de escala’.
O espac¸o de deSitter.
Espac¸os FRW possuem, em geral, simetria ma´xima apenas nas sec¸o˜es espaciais,
que formam os treˆs espac¸os Riemannianos de curvatura constante: a esfera, de
curvatura positiva; o hiperbolo´ide, de curvatura negativa; e o plano, de curvatura
nula. Um caso especial e´ aquele em que toda a variedade quadridimensional e´
completamente homogeˆnea. Vale neste caso a Eq.(2.5) para o tensor de Riemann
do espac¸o-tempo completo, e o sinal da constante de curvatura define os espac¸os
Lorentzianos de curvatura constante: O espac¸o-tempo de deSitter, de curvatura
positiva; o espac¸o-tempo Anti-deSitter, de curvatura negativa; e o espac¸o-tempo
de Minkowski, de curvatura nula.1 O espac¸o-tempo de deSitter pode ser imagi-
nado como um hiperbolo´ide de uma folha imerso no espac¸o de Minkowski com
uma dimensa˜o a mais, com coordenadas {XA}, A = 0, · · · , 4, e definido pela
equac¸a˜o:
−X20 +XiX i = 4/H2 , i = 1 · · · 4 .
onde H e´ uma constante, que se relaciona com o escalar de Ricci como
R = −3H2 = −4 Λ .
1Ver, e.g., Hawking (1973a), Moschella (2005).
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Aqui, Λ e´ uma outra constante, positiva, conhecida como ‘constante cosmolo´gica’,
que tera´ papel importante, mais tarde, nesta dissertac¸a˜o.
Dependendo do sistema de coordenadas e da folheac¸a˜o que se faz sobre o
hiperbolo´ide, pode-se obter um espac¸o-tempo fechado, ou aberto. As coordenadas
que nos sera˜o u´teis sa˜o chamadas de ‘coordenadas de Poincare´’, nas quais a
me´trica de deSitter se escreve
ds2 = −dt2 + eH t (dr2 + r2 do2) , (2.11)
descrevendo um universo FRW plano, com fator de escala exponencial.
Folheac¸o˜es esfe´ricas.
Seja (M ,g) um espac¸o-tempo quadridimensonal pass´ıvel de ser folheado em su-
perf´ıcies espaciais esfericamente sime´tricas:
ds2 = hab dx
adxb + r˜2 do2 ; a, b = 0, 1, (2.12)
onde h e´ uma me´trica Lorentziana induzida no espac¸o-tempo bidimensional (O,h),
coberto pelas coordenadas {xa}; podemos escrever explicitamente a me´trica γ no
espac¸o quociente (S ,γ) formado pelas superf´ıcies de simetria esfe´rica,
γijdx
i dxj = dϑ2 + sen2ϑ dϕ2 = do2 . (2.13)
A func¸a˜o r˜(x0, x1) parametriza o raio de esferas de a´rea
A(xa) = 4pir˜2(xa) . (2.14)








Aqui, estamos escolhendo, em cada ponto p ∈ O, a base do espac¸o tangente como
sendo formada por um vetor tipo-tempo e um tipo-espac¸o, viz. ∂t e ∂r; podemos
mudar a base para uma formada por dois vetores nulos, correspondendo a`s duas
geode´sicas nulas normais a`s superf´ıcies de simetria esfe´rica: uma geode´sica γ−,
dirigida para interior, com vetor tangente ζ− paralelo ao vetor ∂t − ∂r, e uma
geode´sica γ+, dirigida para o exterior, com vetor tangente ζ
+ paralelo a ∂t + ∂r.
Espac¸os do tipo (2.12) — a`s vezes chamados de ‘espac¸os retorcidos ’ (‘warped
spaces ’; ver Abreu (2010), da Costa (1993)) — possuem uma estrutura simples





had(hbd, c + hcd, b − hbc, d); Γijk = 12γil(γlj, k + γlk, j − γjk, l); (2.16a)
Γiaj = r˜
−1δij ∂ar˜ ; Γ
a
ij = −r˜ γij hab ∂br˜ , (2.16b)
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de onde se tira sem muito esforc¸o que as componentes do tensor de Riemann se
separam da seguinte maneira:
Racbd = Racbd ; (2.17a)




R˜ikjl −∇ar˜∇ar˜ (γij γkl − γil γjk)
]
; (2.17c)
aqui, Rabcd e R˜ijkl sa˜o os tensores de Riemann das subvariedades (O,h) e (S ,γ),
respectivamente. Os ı´ndices latinos do in´ıcio do alfabeto assumem os valores
0, 1, e os do meio do alfabeto assumem os valores 3, 4. Esta separac¸a˜o e´ geral,
resultado direto da separac¸a˜o de g, independente de ser γij a me´trica de S
2 e de
serem O e S espac¸os bidimensionais. Enfatizamos o seguinte fato importante:
Seja Da a derivada covariante no espac¸o (O,h); uma vez que Γiab = Γ
b
ai = 0,
temos que Da = ∇a, onde ∇a sa˜o as componentes 0, 1 da derivada covariante
sobre o espac¸o-tempo completo (M ,g).
No nosso caso de interesse, ser (O,h) bidimensional implica que seu tensor de





R (hab hcd − had hbc) . (2.18)
Ale´m disso, sendo efetivamente (S ,γ) uma esfera de raio unita´rio, a Eq.(2.5) da´
R˜ikjl = γij γkl − γjk γil, e portanto
Rikjl = r˜
2 (1−∇ar˜∇ar˜) (γij γkl − γil γjk) . (2.19)
Da´ı, e´ trivial o ca´lculo do tensor de Ricci, cujas u´nicas compnentes na˜o nulas sa˜o:
Rab = Rhab − 2r˜−1∇a∇br˜ ; (2.20a)
Rij = (1−∇ar˜∇ar˜ − r˜ ∇a∇ar˜) γij ; (2.20b)
o escalar de Ricci do espac¸o completo (M ,g) fica assim
R = R− 4
r˜
∇a∇ar˜ + 2r˜2 (1−∇ar˜∇ar˜) , (2.21)
e por fim, podemos escrever as componentes na˜o nulas do tensor de Einstein:










2.3 Cosmologia de Friedmann
De acordo com a Eq.(2.4), o conteu´do material do Universo deve ser descrito
por um tensor de energia-momento Tµν compat´ıvel com a me´trica FRW (2.10).
Isto implica1 que Tµν tem a forma do tensor de energia-momento de um fluido
perfeito, com densidade de energia %, pressa˜o p, e velocidade t´ıpica U:
T µν = (p+ %)Uµ Uν + p gµν . (2.23)
Esta descric¸a˜o fluidodinaˆmica, podemos encara´-la como dizendo que em larga
escala, sendo distribu´ıdos homogeneamente, os aglomerados de gala´xias formam
como que as “mole´culas” de um fluido co´smico que preenche o espac¸o-tempo. A
quadri-velocidade Uµ = δµ0 e´ a velocidade t´ıpica destas gala´xias “em queda livre”.
Nesta descric¸a˜o do Universo atual, preenchido por mate´ria fria na˜o-relativ´ıstica,
a pressa˜o p e´ nula. Entretanto no passado, e.g. quando a densidade era alta
o suficiente para conferir uma natureza relativ´ıstica a` mate´ria, t´ınhamos p 6= 0,
como veremos mais abaixo.
As equac¸o˜es de Friedmann.
Substituindo o tensor (2.23) nas Equac¸o˜es de Einstein (2.4), obtemos as equac¸o˜es







(p+ %) +K/a2 , (2.24b)
conhecidas como ‘equac¸o˜es de Friedmann’. Aqui, a func¸a˜o
H(t) = a˙(t)/a(t) (2.25)
e´ conhecida como ‘func¸a˜o de Hubble’. A cada instante da histo´ria do Universo,
ela fornece uma constante de proporcionalidade entre a velocidade de recessa˜o
e a distaˆncia de gala´xias distantes, que se afastam de no´s movidas apenas pela
expansa˜o do espac¸o-tempo.
Derivando (2.24a) com respeito a t: 2H H˙ = 1
3
%˙ + 2KH/a2; e multiplicando
(2.24b) por duas vezes a func¸a˜o de Hubble: 2H H˙ = −H
3
(%+ 3p)− 2H3, obtemos
1
3
%˙+ 2KH/a2 = −H
3




(%+ 3p)− 2H(H2 +K/a2) ,
mas o u´ltimo termo em pareˆnteses e´ nada mais que 1
3
%, por (2.24a). Logo, temos
a ‘equac¸a˜o de continuidade’:
%˙ = −3H (%+ p) . (2.26)
Este conjunto de equac¸o˜es pode ser integrado para a obtenc¸a˜o de soluc¸o˜es




2.3.1 Equac¸o˜es de estado
Considere modelos cosmolo´gicos nos quais a densidade de energia e a pressa˜o do
fluido perfeito (2.23) sa˜o relacionadas por uma equac¸a˜o de estado barotro´pica:
p/% = ω(%) . (2.27)
Per´ıodos de acelerac¸a˜o.
O valor do paraˆmetro da equac¸a˜o de estado,1 ω(%), esta´ diretamente ligado ao
sinal da acelerac¸a˜o da expansa˜o do Universo, a¨. E´ imediato que, sendo a¨ =
H˙ +H2, temos
a¨ > 0 ⇐⇒ H˙ +H2 > 0 . (2.28)
Usando as equac¸o˜es de Friedmann (2.24) e a equac¸a˜o de estado (2.27), temos
H˙ +H2 = −κ2
4





% (1 + 3ω(%)) ,
e por isso a relac¸a˜o (2.28) pode ser reescrita como
a¨ > 0 ⇐⇒ ω(%) < −1/3 . (2.29)
ou seja: a expansa˜o do universo e´ acelerada (desacelerada) se ω e´ menor (maior)
que −1/3, e ‘estaciona´ria’ se ω = −1/3. Repare que este resultado independe
da forma da equac¸a˜o de estado, e independe da maneira com que a soluc¸a˜o das
equac¸o˜es de Friedmann evoluem com o tempo: o estado da acelerac¸a˜o do Universo
depende apenas do valor de %.
Equac¸o˜es de estado constantes.
Suponha que se tenha
ω = constante .
A equac¸a˜o da continuidade implica em d log %
d log a
= −3(ω + 1), ou seja:
% = (a∗ a)−3(ω+1) . (2.30)
Aqui, a∗ e´ uma constante de integrac¸a˜o. Supomos que ω > −1, caso contra´rio
ocorre a situac¸a˜o na˜o f´ısica em que a` medida que a(t) aumenta (i.e. o universo
se expande) a densidade de energia %(t) tambe´m aumenta, implicando criac¸a˜o de
mate´ria. Para ω = −1, temos a soluc¸a˜o e´ o espac¸o-tempo de deSitter, (2.11).
1No restante deste texto vamos a`s vezes nos referir ao paraˆmetro da equac¸a˜o de estado, ω,
utilizando somente o termo “equac¸a˜o de estado”, em um inevita´vel abuso de linguagem.
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Daqui em diante, assumimos que o espac¸o e´ plano, e tomamos K = 0 em





















Podemos normalizar o fator de escala para que no tempo de Planck t = 1 seja
a(1) = 1. A equac¸a˜o acima enta˜o determina aγ∗ = γ/
√
3. Por consequeˆncia, da
Eq.(2.30) fica determinado o valor da densidade de energia no instante de Planck,
%Pl ≡ %(t = 1) = 4/3(1 + ω) .
Finalmente, com a normalizac¸a˜o escolhida, escrevemos a dependeˆncia temporal
do fator de escala e da densidade:
a(t) = t2/3(1+ω) , (2.33)
%(t) = %Pl t
−2 . (2.34)
A maior importaˆncia das esquac¸o˜es de estado com ω = constante reside no
fato de que um fluido ultra-relativ´ıstico, que descreve por exemplo um ga´s de
fo´tons (ou simplesmente ‘radiac¸a˜o’), e um fluido na˜o relativ´ıstico descrevendo
mate´ria fria (tambe´m chamada de ‘poeira’), ambos sa˜o exemplos de tais equac¸o˜es
de estado. O u´ltimo caso e´ trivial, quando a mate´ria possui pressa˜o nula, e
portanto ω = 0. Ja´ para radiac¸a˜o, a teoria cine´tica nos da´ a seguinte relac¸a˜o
entre pressa˜o, densidade e temperatura:1
p = nT , % = 3nT , p = %/3 .
Conclui-se enta˜o da Eq.(2.33) que o fator de escala, em cada caso, evolui com o
tempo de acordo com:
a = t2/3 para um universo dominado por mate´ria, e (2.35)
a =
√
t para um universo dominado por radiac¸a˜o. (2.36)
Como para radiac¸a˜o % ∼ a−4 e para poeira % ∼ a−3, a radiac¸a˜o domina em
e´pocas onde o fator de escala e´ menor. No universo em expansa˜o do big-bang isto
significa que a radiac¸a˜o e´ mais relevante no in´ıcio da histo´ria, enquanto a poeira
domina em e´pocas mais tardias.
1Ver, e.g., Weinberg (1972).
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Repare que se deve considerar em separado o caso em que ω = −1/3, quando
γ = 1 e a Eq.(2.31) da´
a(t) = t , (2.37)
%(t) = %Pl t
−2 . (2.38)
A velocidade do som.
A velocidade do som em um fluido com pressa˜o p(%) e´ dada pela relac¸a˜o
v2s = ∂p/∂% ; (2.39)
para uma equac¸a˜o de estado constante, c2s = ω. A condic¸a˜o de que o som na˜o
viaje mais ra´pido que a luz enta˜o restringe o valor de ω a ser menor que a unidade.
Universos acelerados (e de forma geral qualquer universo com ω < 0) possuem
velocidade do som imagina´ria. Isto na˜o constitui um problema por si so´, a menos
que se tenha ω < −1. De fato, suponha ω < −1, constante; temos γ < 0 na
Eq.(2.32), de forma que







sendo t∗ uma constante de integrac¸a˜o. O fator de escala a(t) e´ sempre crescente
(como se pode facilmente verificar, a˙ > 0), e efetivamente a(t) → ∞ a´ medida
que t→ t0. Ou seja: estes espac¸os apresentam uma singularidade em um instante
finito no futuro, no qual a expansa˜o de a(t) e´ ta˜o grande que desmantela todas as
coisas.1 Espac¸os deste tipo sa˜o chamados de ‘fantasmas ’, e na˜o sera˜o considerados
no que segue.
Em suma, podemos escrever comoo domı´nio de validade para o paraˆmtero da
equac¸a˜o de estado o intervalo
− 1 ≤ ω ≤ 1 . (2.40)
2.3.2 Singularidades
Em todos os casos de equac¸a˜o de estado descritos acima, e em geral para todo tipo
de mate´ria cuja equac¸a˜o de estado na˜o permita pressa˜o ou densidade negativas
(i.e. sempre que ω > 0), o fator de escala se anula quando t = 0. Assim, o
intervalo de tempo (co´smico) no qual o universo vive e´ limitado inferiormente —
o tempo de evoluc¸a˜o do universo so´ “preenche” metade da reta real. Isto na˜o
seria necessariamente um problema, ja´ que a singularidade no fator de escala na˜o




do sistema de coordenadas. Todavia, calculando-se o escalar de Ricci para a
me´trica FRW vemos que, de fato, ha´ em t = 0 uma singularidade da curvatura,
na˜o permitindo a continuac¸a˜o do espac¸o-tempo para tempos negativos.











Usando a Eq.(2.33), encontramos
a˙(t) = 2
3(1+ω)





















deixando evidente que se −1 < ω a curvatura diverge em t→ 0, onde a soluc¸a˜o e´
portanto singular. Deve-se prestar atenc¸a˜o ao caso de um universo dominado por
radiac¸a˜o, em que ω = 1/3 e o escalar de Ricci se anula, dando talvez a impressa˜o
de que o espac¸o-tempo seria plano. Pore´m este caso tambe´m e´ singular, como se



















Para ω = −1/3 as fo´rmulas acima na˜o se aplicam, pore´m e´ imediato verificar,
usando as Eqs.(2.37) e (2.41) que R ∼ t−2 tambe´m diverge em t = 0, assim como
nos outros casos.
Estas singularidades presentes em passado finito sa˜o a principal caracter´ıstica
dos chamados ‘modelos cosmolo´gicos de big-bang ’.
2.3.3 Horizonte de part´ıculas
A fronteira do passado causal de um observador no instante t define o chamado







1 Muito utilizado, em particular, na ana´lise de problemas observacionais da cosmologia
padra˜o, que levaram ao desenvolvimento da cosmologia inflaciona´ria. Cf. §2.5.1.
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Isto e´ nada mais que a distaˆncia como´vel percorrida por um fo´ton emitido na
origem do sistema de coordendas, desde o in´ıcio da histo´ria do universo ate´ o
instante t. Repare que aqui usamos o fato de que a descric¸a˜o do espac¸o-tempo
de fato termina em t = 0 por causa da singularidade, tornando as geode´sicas
inextens´ıveis a t < 0. Se um segundo observador se encontra a uma distaˆncia
como´vel maior que rp(t), e´ imposs´ıvel que qualquer sinal emitido por ele tenha













Esta integral converge se ω > −1/3, e o tamanho f´ısico do horizonte de part´ıculas,







ou seja, existe um horizonte de part´ıculas para universos desacelerados. Para
universos acelerados, i.e. −1 < ω < −1/3, a integral diverge, e na˜o existe tal










e tambe´m diverge no limite inferior.
Pode-se redefinir o conceito de horizonte de part´ıculas como sendo o cone de










t(ω+1/3)/(ω+1) − 1] (2.49)
e a integral na˜o diverge mais para universos acelerados, que passam a ter hori-
zontes de part´ıcula. Para ω = −1/3, rp(t) = log t.
2.4 Cosmologia a partir de um campo escalar
A importaˆncia do estudo de um universo preenchido por um campo escalar se mos-
tra principalmente em sua utilizac¸a˜o no paradigma inflaciona´rio, a ser discutido
em detalhes mais adiante. Neste cena´rio, apo´s de causar a expansa˜o exponencial
do universo, um campo escalar decai na mate´ria presente no universo atual. Ale´m
deste motivo que se justifica por si so´, um campo escalar surge ainda em outros
ramos da gravitac¸a˜o, em particular em algumas descric¸o˜es do universo tardio,




2.4.1 Fluido perfeito e um campo escalar






gµν ∂µσ ∂νσ − V (σ)
)
. (2.50)
Em um universo homogeˆneo e isotro´pico, o campo na˜o pode depender sena˜o do
tempo, σ = σ(t), o que simplifica o termo cine´tico da Lagrangeana acima. Neste
caso, as equac¸o˜es de Einstein podem ser escritas como
V ′(σ) = −(σ¨ + 3H σ˙) ; κ2
2
σ˙2 = 6H2 − κ2V (σ) ; (2.51)
κ2σ˙2 = −4H˙ , (2.52)
onde H = a˙/a e´ a func¸a˜o de Hubble. Vale notar que estas treˆs equac¸o˜es na˜o sa˜o
independentes; pode-se deduzir a primeira com a ajuda da conservac¸a˜o do tensor
de mate´ria obtido de Lmat.
Existe uma correspondeˆncia entre a dinaˆmica deste sistema f´ısico e a de um




σ˙2 + V (σ) ; p ≡ 1
2
σ˙2 − V (σ) (2.53)
transforma as duas u´ltimas equac¸o˜es para o campo escalar nas equac¸o˜es de Fri-
edmann (2.24):
κ2 % = 6H2, κ2(%+ p) = −4H˙ , (2.54)
a partir das quais deduzimos a equac¸a˜o da continuidade (que por outro lado
tambe´m e´ consequeˆncia da conservac¸a˜o do tensor de energia-momento).
Esta correspondeˆncia torna poss´ıvel o uso de alguns me´todos, desenvolvidos
acima para encontrar soluc¸o˜es anal´ıticas para algumas classes de fluidos perfeitos,
para analisar a dinaˆmica do campo escalar. Mas tambe´m torna poss´ıvel o caminho
inverso: se soubermos a soluc¸a˜o das Eqs.(2.51), (2.52), temos em ma˜os a dinaˆmica
do fluido perfeito correspondente.
2.4.2 O me´todo do superpotencial
Em geral, a soluc¸a˜o anal´ıtica das Eqs.(2.51), (2.52) para um potencial V (σ)
arbitra´rio e´ complicada ou imposs´ıvel. Existe todavia uma classe de soluc¸o˜es




Suponha que a func¸a˜o de Hubble dependa do tempo apenas atrave´s do campo
escalar; i.e. suponha a existeˆncia de uma func¸a˜o W (σ), que chamaremos de
‘superpotencial ’, tal que as equac¸o˜es de campo sejam reescritas sob a forma de
um sistema de equac¸o˜es diferenciais de primeira ordem para σ:1
σ˙ = 2κ W
′(σ) ; H(σ) = −κ
2
W (σ) . (2.55)
Para que as Eqs.(2.51), (2.52) sejam consistentes com esta hipo´tese, e´ fa´cil verifi-
car que o potencial de mate´ria deve enta˜o ser dado em termos do superpotencial
por:
V (σ) = − 2κ2 [W ′(σ)]2 + 32 W 2(σ) . (2.56)
A efica´cia do me´todo do superpotencial reside no fato de que, se conhecermos
a func¸a˜o W (σ), o sistema de primeira ordem (2.55) e´ prontamente resolvido.
Entretanto, para determinar W (σ) a partir do conhecimento do potencial de
mate´ria V (σ) devemos resolver uma equc¸a˜o diferencial contendo o quadrado de
uma derivada, a Eq.(2.56), o que em geral apresenta dificuldades se´rias, e muitas
vezes na˜o e´ sequer poss´ıvel. Assim, adotamos o procedimento inverso: escolhemos
uma func¸a˜o W (σ) que produza um potencial de mate´ria com as caracter´ısticas
desejadas — por exemplo, se quisermos para V (σ) um polinoˆmio de grau 2n,
devemos escolher W (σ) como um polinoˆmio de grau n —, e partir da´ı resolvemos
a dinaˆmica de σ(t) e H(t). Apesar de parecer talvez um tanto quanto restritiva,
esta abordagem produz resultados bastante ricos, como veremos a seguir.
2.4.3 Equac¸a˜o de estado determinada pelo superpotencial
Vimos no §2.3.1 que a integrac¸a˜o das equac¸o˜es de Friedmann para um fluido per-
feito dependem da relac¸a˜o entre as componentes do tensor de energia-momento,
que caracterizam o fluido atrave´s da equac¸a˜o de estado p = ω(%)%. Fixar esta
relac¸a˜o funcional entre densidade de energia e pressa˜o e´ nada mais que determinar
as propriedades da Lagrangeana de mate´ria. No caso de um campo escalar, isto
e´ feito ao se escolher o potencial V (σ). Por isso, ao fazermos a correspondeˆncia
(2.53), a equac¸a˜o de estado para o fluido assim obtido ja´ se encontra especificada.
Quando V (σ) e´ dado por um superpotencial, a relac¸a˜o entre p e % e´ obtida











1Denotamos diferenciac¸a˜o com respeito ao tempo por um ponto, e diferenciac¸a˜o com respeito
a σ por uma linha, viz. f˙ = df/dt, e f ′ = df/dσ para uma func¸a˜o f qualquer.
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Se existir uma func¸a˜o g(σ) tal que [W ′(σ)]2 = g(W 2(σ)), enta˜o o lado direito
da segunda das equac¸o˜es acima e´ uma func¸a˜o da densidade de energia apenas,
podemos interpreta´-la como uma equac¸a˜o de estado barotro´pica, e escrevemos











(ω(σ)− 1)W 2(σ) . (2.59)
Veˆ-se que o potencial de mate´ria e´ sempre positivo, a menos que ω > 1. Levando
em conta a restric¸a˜o (2.40), conclui-se que o potencial de mate´ria deve ser sempre
positivo para que na˜o se viole a causalidade.
Temos assim duas motivac¸o˜es para a escolha do superpotencial. Uma e´ a
reproduc¸a˜o, atrave´s da Eq.(2.56), de um potencial de mate´ria V (σ) real´ıstico,
que seja compat´ıvel com previso˜es da teoria de cordas ou da teoria quaˆntica de
campos, por exemplo. Outra motivac¸a˜o e´ a reproduc¸a˜o, atrave´s da Eq.(2.58),
de uma equac¸a˜o de estado com caracter´ısticas deseja´veis, como por exemplo um
nu´mero definido de per´ıodos de acelerac¸a˜o. No para´grafo seguinte vamos dar um
exemplo do uso do me´todo para a segunda opc¸a˜o, mas no Cap´ıtulo 5, veremos
que, felizmente, ambas as coisas podem ser obtidas com a escolha de um tipo
muito simples de func¸a˜o: polinoˆmios.
2.4.4 O superpotencial para equac¸o˜es de estado constan-
tes
Modelos cosmolo´gicos com p/% = ω = constante sa˜o um dos exemplos mais
simples de soluc¸a˜o anal´ıtica da equac¸o˜es de Einstein. Utilizamos o me´todo usual
das equac¸o˜es de Friedmann para resolveˆ-los no §2.3; agora desejamos utiliza´-los
como um exemplo do me´todo do superpotencial.
Para tanto, precisamos de uma func¸a˜o W (σ) que deˆ ω = constante atrave´s da
Eq.(2.58). Logo, e´ necessa´rio que W (σ) satisfac¸a a equac¸a˜o diferencial





1 + ωW (σ) ,
cuja soluc¸a˜o e´ trivial:





1 + ω, (2.60)
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onde W0 e´ constante e supomos ω > −1. Como mencionamos mais acima, geral-
mente consideramos dada a func¸a˜o W (σ), e desejamos encontrar o fator de escala,
a(σ) e, se poss´ıvel, σ(t) e a(t). A maneira mais fa´cil de proceder e´ tomando a
raza˜o das Eqs.(2.55):
A′(σ) = A˙/σ˙ = −κ
2
4




onde A˙ = H, i.e. a(σ) = eA(σ). Assim,



















; a(t) = a˜0(t− t0)κ2/4α2 , (2.62)
com a˜0 constante, concordando com a Eq.(2.34). Por fim, o superpotencial em
funcc¸a˜o do tempo pode ser encontrado diretamente usando o resultado para σ(t),
ou alternativamente resolvendo a equac¸a˜o diferencial
W˙ = W ′ σ˙ = 2κ (W
′)2 = 3κ
4
(1 + ω)W 2 ,
que da´
W (t) = W∞ − 43κ(1+ω) t−1 .
O potencial de mate´ria, e´ determinado pelo superpotencial a partir da Eq.(2.56);
trata-se de uma func¸a˜o exponencial com outra amplitude:
V (σ) = 3
4
(ω − 1)W 20 exp [ασ] .
2.5 O universo inflaciona´rio
2.5.1 Problemas do modelo cosmolo´gico padra˜o
O Problema da planaridade.
Suponhamos que, em vez de preenchido por apenas um fluido perfeito, o universo
seja preenchido por um conjunto destes, cada um com densidade %k e equac¸a˜o de
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estado pk/%k = ωk. E´ de fato esperada a existeˆncia de no mı´nimo dois flu´ıdos,
ja´ que mate´ria e radiac¸a˜o coexistem. Nas equac¸o˜es de Friedmann, deve-se enta˜o
trocar % por
∑
%k e p por
∑
pk. Avaliando (2.24a) nos dias de hoje, temos
%crit =
∑
%k − 3K/a2 , %crit ≡ 3H2 , (2.63)∑
Ωk − 1 = K(Ha)2 ; Ωk ≡ %k/%crit . (2.64)







e se ωk > −1/3 vemos o lado direito diminuir com o passar do tempo (e com o
aumento de a), enquanto (aH)−2, por consequeˆncia, aumenta. Desta forma, o
lado direito de (2.64) aumenta com o passar do tempo. A na˜o ser que o valor de∑
Ωk fosse muito pro´ximo de 1 no in´ıcio do universo — o que significa |K|  1
ou, em outras palavras, um universo muit´ıssimo plano —, hoje ele deveria estar
razoavelmente diferente de 1. Mas as medic¸o˜es atuais demonstram que na verdade∑
Ωk esta´ muito pro´ximo de 1, e de tal forma que na era de Planck era necessa´rio
se ter uma diferenc¸a |∑Ωk − 1| da ordem de 10−61. Este ajuste extremamente
fino das condic¸o˜es iniciais conspirando a favor de planaridade do universo e´ uma
coincideˆncia incoˆmoda demais.
Os muitos horizontes dentro da CMB.
Considere o raio f´ısico do horizonte de part´ıculas atual,






A integral acima diverge no seu limite inferior, quando a(t)→ 0 e o intergrando
e´ singular, mas sabendo que as equac¸o˜es de Einstein na˜o devem ser va´lidas arbi-
trariamente perto da singularidade, vamos assumir que a expansa˜o do universo
se inicie a um tempo finito, digamos o tempo de Planck tPl.
Utilizando tPl como limite inferior na integral, obtemos um nu´mero finito. Um
limite inferior para este nu´mero e´ obtido ao substituirmos o integrando pelo seu
menor valor ao longo do intervalo de integrac¸a˜o [tPl, t0]. Uma vez que o fator de
escala nunca diminui, este menor valor e´ justamente o fator de escala do universo
atual, a0. Assim, podemos garantir que a regia˜o dentro do horizonte causal do
universo hoje e´ pelo menos ta˜o grande quanto
lmin = c (t0 − tPl) ∼ 1028 cm. (2.66)
Observac¸o˜es da radiac¸a˜o co´smica de fundo revelam que na e´poca da recombinac¸a˜o
todo este domı´nio se encontrava homogeneizado com alta precisa˜o.
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Uma distaˆncia f´ısica l(t), correspondente a uma distaˆncia como´vel (e por isso
independente do tempo) r, tem seu valor a cada instante dado por l(t) = a(t)r.
Assim, se no instante t um objeto tem o tamanho f´ısico dado por l(t) = a(t)r,
podemos escrever r = l(t)/a(t), e comparar com o tamanho f´ısico do mesmo
objeto em um outro instante t′: l(t′) = a(t′)r = [a(t′)/a(t)]l(t).
A regia˜o do universo de raio lmin que vemos hoje muito homogeˆnea, no instante
ti tinha portanto um tamanho li = c t0ai/a0, e podemos assegurar que naquela
e´poca um pedac¸o do universo de raio pelo menos ta˜o grande quanto este estava
homogeneizado em alto grau.
Ocorre que podemos repetir o mesmo argumento dado para encontrar lmin
para o instante ti, e concluir que, naquela e´poca, a regia˜o causal tinha um raio
da ordem de lc ∼ c ti, e podemos comparar este comprimento com li:
li/lc ∼ (t0/ti) (ai/a0) .
Para obter uma estimativa do nu´mero acima, fazemos o seguinte: sabemos que
para mate´ria ultra-relativ´ıstica a dependeˆncia do fator de escala com a tempera-
tura e´ dada por a ∼ T−1 (ver Weinberg (2008)). Assim, considerando que em ti a
mate´ria fosse de fato ultra-relativ´ıstica, e uma vez que a temperatura da radiac¸a˜o
co´smica de fundo hoje e´ T0 ∼ 3 K, temos ai/a0 ∼ Ti/T0 = Tpl/T0 = 1032. Como
ti = tpl = 10
−43 sec, e t0 ∼ 1017 sec, temos por fim
li/lc ∼ 1028 .
Uma regia˜o causal e´ uma regia˜o tridimensional, logo o que vemos hoje e´ um con-
junto de aproximadamente (1028)3 = 1084 regio˜es causais a princ´ıpio desconexas
que por algum motivo esta˜o absolutamente homogeneizadas.
Tamanho angular de cada horizonte primordial.
Na e´poca em que a CMB se desacopla da mate´ria, o universo ja´ esta´ dominado





















a ∼ t1/3 ; (2.68)





= 2H−10 (1 + z)
−3/2 ; (2.69)
onde a0/a(t) ≡ 1 + z(t). Podemos comparar isto com a distaˆncia diametral















onde t e´ on instante do desacoplamento. Como 1/a2H = H−10 a
(3ω−1)/2, vemos que
o integrando diminui para um universo dominado por mate´ria—o que e´ o caso







a distaˆncia angular fica [usando a0/a(t) ≡ 1 + z(t)]
dA . a(t)r = H−10 (1 + z)−1 . (2.70)
Desta forma, o horizonte de eventos da e´poca da recombinac¸a˜o, dado por
(2.69), hoje ocupa um aˆngulo de visa˜o no ce´u da ordem de lh/dA ∼ (1 + z)−1/2,
onde z e´ o desvio para o vermelho da CMB, medido como z ≈ 1100. Isso da´
lh/dA ∼ 0.03 radianos, ou 1.7 graus, o que e´ muito pouco para uma radiac¸a˜o
homogeˆnea em larga escala.
2.5.2 O paradigma da inflac¸a˜o
Os problemas acima sa˜o resolvidos simultaneamente por um cena´rio conhecido
como ‘inflac¸a˜o’. Suponha que durante um ‘per´ıodo inflaciona´rio’, entre os instan-
tes t∗ e tI , o fator de escala aumente exponencialmente:
a(tI) = e
N a(t∗) , (2.71)









H(t) dt , (2.72)
que chamaremos de ‘nu´mero de desdobramentos exponenciais’ (‘e-foldings’).
O lado esquerdo da Eq.(2.64) fica enta˜o muito pro´ximo de zero, mesmo que K
na˜o seja nulo. O qua˜o pro´ximo de zero pode ser ajustado determinando-se quanto
deve diminuir o raio como´vel de Hubble. Digamos que |K/(aH)2| fosse da ordem
de 1 antes do in´ıcio da inflac¸a˜o, e que o raio como´vel de Hubble diminua de tal
forma que no fim da inflac¸a˜o tenhamos (aIHI)
−1 ∼ eN, e |K/(aIHI)−2| ∼ e−2N.














Ale´m disso, olhando para a u´ltima igualdade em (2.46), vemos que o per´ıodo em
que (aH)−1 e´ muito pequeno domina facilmente a integral, aumentando muito o
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horizonte de eventos de um observador na e´poca do desacoplamento, englobando
dentro deste horizonte todos os domı´nios que presumı´amos serem causalmente
desconectos.
Se a func¸a˜o de Hubble durante a inflac¸a˜o permanece aproximadamente cons-








−HI tdt ∼ a(t)a−1I eHI tI
∫ tI
t∗ e
−HI tdt = a(t)
aIHI
(eHI(tI−t∗) − 1) ,
e N = HI(tI − t∗). Assim,




onde supomos N  1. Para resolver o problema do horizonte, devemos ter
lh/dA  1. Sabemos que dA ∼ a(t)/a0H0, e a equac¸a˜o acima da´





o que e´ a mesma condic¸a˜o do problema da planaridade. A estimativa do nu´mero
aIHI
a0H0
e´ feita sob algumas hipo´teses arriscadas, e se encontra hoje em por volta de
70.
2.5.3 Condic¸o˜es de arrasto
Um maneira de implementar o paradigma da inflac¸a˜o e´ atrave´s da utilizac¸a˜o
de um campo escalar. Suponha que o universo se encontre homogeneamente
preenchido por um campo escalar σ(t), submetido a um potencial de interac¸a˜o
V (σ), e cuja dinaˆmica e´ dada pela Lagrangeana (2.50). O campo obedece a
primeira das Eqs.(2.51):
− V ′(σ) = σ¨ + 3H σ˙, (2.75)
que e´ ana´loga a` equac¸a˜o de uma part´ıcula movendo-se em um fluido viscoso,
com uma forc¸a de arrasto proporcional a` velocidade σ˙. Suponha que o termo
de arrasto domine o termo cine´tico, σ¨, fazendo com que o campo “se arraste
lentamente”,1 i.e. suponha que
|σ¨/(Hσ˙)|  1 , (2.76)
1 Vale lembrar que a analogia de uma part´ıcula a mover-se em um fluido na˜o passa de uma
comparac¸a˜o entre as equac¸o˜es de movimento. O valor de σ(t) representa de fato as oscilac¸o˜es
do campo escalar, que ocorrem mais ra´pido ou mais devagar.
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e que, ale´m disso,
κ
3
|V ′(σ)/H2|  1 . (2.77)
Estas condic¸o˜es, que chamaremos de ‘condic¸o˜es de arrasto’ (‘condic¸o˜es de slow-
roll’), implicam em um grande nu´mero de desdobramentos exponenciais. De fato,
se vale (2.76), a Eq.(2.75) pode ser reescrita como
σ˙ ≈ −V ′(σ)/(3H). (2.78)














Se σ∗ < σI e V (σ∗) > V (σI) — isto e´, se o potencial de mate´ria for decrescente
durante o per´ıodo inflaciona´rio —, o integrando acima e´ positivo e, de acordo
com (2.77),
N κ (σI − σ∗) . (2.79)
Portanto se (2.76) e (2.77) forem va´lidas por um intervalo suficientemente longo,
podemos obter o nu´mero de desdobramentos exponenciais necessa´rio para resolver
os problemas listados no §2.5.1.
O tempo caracter´ıstico de expansa˜o do universo e´ dado pelo inverso da func¸a˜o
de Hubble, 1/H, tambe´m conhecido como ‘tempo de Hubble’. A Eq.(2.78),
consequeˆncia da condic¸a˜o (2.76), em conjunto com a condic¸a˜o (2.77) e com a
Eq.(2.52), implicam que durante um tempo de Hubble a func¸a˜o H(t) permanece
quase constante, i.e.




(V ′(σ)/3H2)2  1 . (2.80)
Em outras palavras, durante a inflac¸a˜o o universo se expande quase exponen-
cialmente. Podemos reformular as condic¸o˜es de arrasto em termos de carac-
ter´ısticas da forma do potencial de mate´ria. A segunda das Eqs.(2.51) da´ 2V/σ˙ =
12
κ2H
2/σ˙2 − 1  3, ou seja σ˙2  V (σ). Retornando a` segunda das Eqs.(2.51),
temos enta˜o H2 ≈ κ2
6
V (σ). Assim, com (2.80),
1
κ2 (V
′(σ)/V )2  1 . (2.81)
Ale´m disso, derivando (2.78) e usando (2.76) obtemos
1
κ2 |V ′′(σ)/V (σ)|  1 . (2.82)
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Assim, o potencial deve possuir um “planalto” sobre o qual o campo escalar “se
arrasta lentamente”, fazendo com que o universo infle.
Ta˜o importante quanto as condic¸o˜es de arrasto (2.76) e (2.77) (ou (2.81) e
(2.82)), e´ tambe´m a condic¸a˜o de que estas desigualdades deixem de ser va´lidas
em algum determinado instante tI . Afinal, o universo que observamos passou
a maior parte de sua histo´ria em expansa˜o desacelerada, o que possibilitou a
formac¸a˜o das estruturas que hoje observamos. E´ necessa´rio portanto formular
um mecanismo que transforme o universo inflaciona´rio no universo do tipo big-
bang que vemos hoje. Exemplos deste tipo de mecanismo, chamado de “sa´ıda
graciosa” da fase inflaciona´ria (Mukhanov (2005)) envolvem em geral um per´ıodo
chamado de ‘reheating’, em que o campo escalar decai nos componentes — ra-
diac¸a˜o, mate´ria barioˆnica, etc. — usuais de cosmologias do tipo descrito no §2.3.
Mais adiante, no Cap´ıtulo 5, descreveremos modelos de universo que possuem





3.1.1 Horizontes de eventos
Considere espac¸os descritos pela uma me´trica
ds2 = −f(r) dt2 + dr2/f(r) + r2do2 , (3.1)
em que f(r) e´ uma func¸a˜o suave, com um u´nico zero simples rh (ver Padmanabhan
(2010)). A caracter´ıstica principal da me´trica (3.1) e´ a estrutura peculiar nas
componentes g00 = −1/g11, que se tornam singulares quando f(r) se anula ou
diverge.
Tais espac¸os sa˜o esta´ticos, isto e´: existe um vetor de Killing ξ = ∂t, correspon-
dendo a` isometria sob translac¸o˜es da coordenada temporal t. Nas coordenadas
(t, r) acima,
ξα = δα0 , (3.2)
e e´ fa´cil ver que ξ de fato obedece a condic¸a˜o de Killing:
∇µξν = gµγ∂γξν + gµγΓνγαξα = gµγΓνγ0 = 12f ′ (δµ1 δν0 − δµ0 δν1 ) = ∇νξµ . (3.3)
Tambe´m e´ imediato calcular a norma de ξ,
ξµξ
µ = −f(r) , (3.4)
que se mostra tipo-tempo ou tipo-espac¸o nas regio˜es em que f(r) > 0 ou f(r) < 0,
respectivamente. A hipersuperf´ıcie H que separa estas duas regio˜es, definida
pela equac¸a˜o f(r) = 0, e´ uma hipersuperf´ıcie nula. Isto pode ser verificado ao
se notar que seu vetor normal nα = ∂αf = f(r)f ′(r)δµ1 possui norma nµn
µ =
32
f(r) [f ′(r)]2|H = 0. (Aqui, denotamos f ′(r) = df/dr.) Portanto H e´ um
horizonte de Killing de ξα; cf. Apeˆndice D.
Nas coordenadas (r, t), que cobrem apenas parte da variedade, a me´trica (3.1)
e´ singular sobre o horizonte de Killing. Esta singularidade se deve, pore´m, ape-
nas ao sistema de coordenadas escolhido: nenhum dos invariantes formados pelo
tensor de Riemann diverge, e pode-se obter sistemas de coordenadas apropriados
nos quais a me´trica e´ regular em rh. Definimos novas coordenadas (X,T ),
κX = eκχ(r) ch(κt) ; κT = eκχ(r) sh(κt) (3.5a)
κ ≡ f ′|rh ; χ ≡
∫
dr/f(r) , (3.5b)
mantendo intactas as coordenadas angulares da parte da me´trica com simetria
esfe´rica. Como se pode facilmente verificar, agora temos
ds2 = f(r(X,T )) exp[−2κχ(X,T )] (−dT 2 + dX2)+ r2(X,T ) do2 . (3.6)
E´ poss´ıvel mostrar que se f(r) e´ uma func¸a˜o anal´ıtica com um u´nico zero simples
em rh, enta˜o o produto fe
−2κχ e´ finito no horizonte de Killing, que fica mapeado
em X2−T 2 = 0, ou seja: H = {X = T}∪{X = −T}. Com a extensa˜o anal´ıtica,
podemos analisar as componentes do vetor de Killing (3.2) sobre H ; nas novas
coordenadas, ξµ
′
= (∂x′µ/xν)ξν se escreve
ξ = T∂X +X∂T , (3.7)
e portanto a 2-esfera B = {X = T = 0} e´ uma esfera de bifurcac¸a˜o, onde
ambas as componentes de ξ se anulam. Em suma, H e´ um horizonte de Killing
bifurcado, sobre o qual a gravidade superficial e´ constante, e dada por κ definida
em (3.5b), como mostra o resultado (3.3) em conjunto com a Eq.(D.4).
O buraco negro de Schwarzschild.
A soluc¸a˜o mais simples das equac¸o˜es de Einstein (2.4), obtida por Karl Schwarzs-
child em 19151, descreve um espac¸o-tempo vazio a na˜o ser por um corpo esferica-
mente sime´trico, de massa m, situado na origem do sistema de coordenadas. A
me´trica de Schwarzschild e´ dada pela Eq.(3.1), com
f(r) = 1− 2m/r , (3.8)
parametrizada apenas pela massa m do corpo que atua como fonte do campo
gravitacional central. Esta me´trica possui uma singularidade f´ısica em r = 0,
onde o tensor de curvatura diverge, e um horizonte de eventos em rh = 2m, que e´
1Cf., e.g., Chandrasekhar (1992).
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uma singularidade das coordenadas e pode ser resolvida com a troca (3.5). Neste
caso, fe−2κχ = e−r/2m/r, e
κ = 1/4m (3.9)
X2 − T 2 = 1
κ2
e2κχ = 16m2 er/2m(r − 2m) . (3.10)
Apesar de a primeira igualdade so´ valer na regia˜o exterior ao buraco negro, r >
2m, a u´ltima expressa˜o e´ va´lida para todo r — as coordenadas (X,T ) sa˜o uma
‘extensa˜o anal´ıtica’ das coordenadas de Schwarzschild.
Considere geode´sicas nulas radiais nas coordenadas (X,T ). A condic¸a˜o ds2 =
0 aplicada sobre (3.6) da´
X = ±T + constante . (3.11)
e portanto os cones de luz sa˜o retas a ±45o no plano X-T . O sinal positivo
corresponde a`s geode´sicas que se afastam do horizonte, e o negativo a`s geode´sicas
que dele se aproximam; a coordenada temporal T cresce na direc¸a˜o do futuro
(dT/dt = eκχch(κt) > 0). Fica claro que cada geode´sica nula cruza o horizonte
X = ±T apenas uma vez, em direc¸a˜o ao interior de H ; assim, nenhum sinal
luminoso pode sair do interior do horizonte de eventos, que fica causalmente
desconexo da regia˜o exterior — A gravidade nesta regia˜o e´ forte o suficiente
para curvar tanto os raios de luz enviados em direc¸a˜o ao exterior da esfera que
eles voltam outra vez para dentro, de encontro a` singularidade em r = 0. Um
observador em r > rm, por conta da auseˆncia de raios de luz provindos de la´,
observa a regia˜o r < rm como uma esfera escura no ce´u — um ‘buraco negro’.
O horizonte cosmolo´gico do espac¸o de Sitter.
Apesar de sua apareˆncia dinaˆmica em (2.11), o espac¸o de Sitter e´ na verdade
um hiperbolo´ide fixo, que pode ser folheado de diversas maneiras (que cobrem
trechos maiores ou menores do hiperbolo´ide completo). Em particular, e´ poss´ıvel
escrever sua me´trica na forma (3.1) com1
f(r) = 1−H2r2 , (3.12)
e o horizonte de eventos f(r) = 0 e´ uma hipersuperf´ıcie folheada por 2-esferas tipo
espac¸o com raio rh = 1/H, lembrando que H e´ uma constante, que assumimos
positiva. Aqui, ao contra´rio do que ocorre no buraco negro de Schwarzschild
(3.8), o vetor de Killing (3.2) e´ tipo-tempo no interior do horizonte, em r < rh;
isto caracteriza um ‘horizonte cosmolo´gico’, por ser t´ıpico dos horizontes que
ocorrem em espac¸os FRW acelerados (cf. §3.1.2), dos quais o espac¸o de Sitter e´
1 Cf., e.g., Davies (1982).
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um exemplo particular. No interior do horizonte, quando r/rh < 1, a troca de
coordendas (3.5) da´ fe−2κχ = (1 +Hr)2, e
κ = H , (3.13)
X2 − T 2 = (1−Hr)/H2(1 +Hr) . (3.14)
A mesma ana´lise feita para as geode´sicas nulas de Schwarzschild vale aqui, com
o detalhe de que agora as geode´sicas dirigidas para o futuro tendem a sair do
horizonte em rh, e na˜o retornar para o seu interior; enquanto no espac¸o-tempo
de Schwarzchild um observador posicionado na regia˜o com campo gravitacional
mais fraco veˆ os objetos serem puxados para dentro de uma esfera de raio rh, um
observador no universo de deSitter percebe as coisas serem impelidas para fora
de uma esfera que o rodeia.
Tambe´m ao contra´rio do que ocorre em Schwarzschild, atra´s do horizonte de
eventos de deSitter na˜o ha´ singularidade alguma, como se pode ver facilmente
calculando o escalar de curvatura que e´, efetivamente (e por definic¸a˜o), cons-
tante: R = H/2. A bem da verdade, sendo o espac¸o de deSitter completamente
homogeˆneo, todas os pontos sa˜o equivalentes e portanto dois observadores em
locais diferentes percebera˜o, cada um, o horizonte de eventos como uma esfera
de raio rh ao redor de si. Em particular, se uma observadora se encontra a uma
distaˆncia rh de um observador na origem do sistema de coordenadas, ela estara´
exatamente sobre o horizonte de eventos dele e vice-versa, o mesmo sendo va´lido
para quaisquer dois pares de pontos.
Esta completa homogeneidade pode ser usada para se obter o raio do horizonte
de eventos de uma outra maneira. Voltemos a`s coordenadas (2.11), e calculemos
a distaˆncia ma´xima que uma geode´sica nula radial partindo da origem do sistema
de coordenadas pode alcanc¸a˜r. A equivaleˆncia entre os pontos inicial (r = 0) e
final da geode´sica implica que esta e´ tambe´m a distaˆncia a partir da qual nenhum
observador pode se comunicar causalmente com a origem. A distaˆncia desejada











dt′ = 1/H, (3.15)
coincidindo com o que encontramos acima. (Na˜o se deve confundir as coordenadas
“r” presentes nas me´tricas (2.11) e (3.12). Na primeira, r e´ uma coordenada
comoo´vel, que determina uma distaˆncia f´ısica apenas quando multiplicada pelo
fator de escala para formar o raio das esferas com elemento de linha do2; na
segunda, r ja´ e´, ele pro´prio, este raio f´ısico.)
3.1.2 Horizontes de eventos dinaˆmicos
A integral (3.15) pode ser usada para definir um horizonte de eventos em espac¸os-
tempo FRW gene´ricos (2.10). Tais espac¸os, por na˜o serem esta´ticos, na˜o possuem
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um vetor de Killing associado ao tempo, e portanto na˜o possuem horizontes de







converge, podemos definir um horizonte cosmolo´gico de raio f´ısico lh(t) = a(t)rh(t)
com propriedades ideˆnticas ao horizonte de deSitter, no que diz respeito a` causa-
lidade; isto e´: a cada instante, a regia˜o em que r > rh(t) se encontra causalmente
inacess´ıvel a um observador na origem. E´ de se esperar que em universos acele-
rados, quando a(t) cresce ra´pido o suficiente, existam horizontes de eventos. Isto
pode ser facilmente verificado em universos de Friedmann com equac¸a˜o de estado
constante e −1 < ω < −1/3. Usando a Eq.(2.33), temos∫∞
t






rh(t) ∼ t−(ω−1/3)/(ω+1) ,
em universos acelerados. Por outro lado, fica claro que em universos desacelera-
dos, quando ω > −1/3, na˜o existe horizonte de eventos, ja´ que a integral diverge
(pode-se interpretar esta divergeˆncia como um “horizonte de eventos de raio in-
finito”). Uma ana´lise detalhada da geometria destes espac¸os e seus horizontes e´
dada no Apeˆndice E.
3.1.3 O horizonte aparente
A ana´lise dos diagramas de Penrose no Apeˆndice E mostra que horizontes de
eventos sa˜o objetos globais, no sentido de que e´ imposs´ıvel detectar, localmente,
sua posic¸a˜o. Isto fica particularmente claro ao se observar o limite superior da
integral (3.16); e´ necessa´rio esperar ate´ o fim do universo para calcula´-la. Portanto
se torna complicado utilizar o conceito de horizonte de eventos em descric¸o˜es
locais do espac¸o-tempo. Existe entretanto um conceito local que possui natureza
similar a` de um horizonte de eventos, conhecido como ‘horizonte aparente’ e
definido como segue.
Suponha que S seja a superf´ıcie de uma 2-esfera de a´rea A com as paredes
revestidas, por dentro e por fora, de laˆmpadas que piscam uma vez, simulta-
neamente. Em um espac¸o-tempo plano, as geode´sicas nulas provenientes das
laˆmpadas exteriores teriam expansa˜o positiva, e as provenientes das laˆmpadas
interiores, expansa˜o negativa, como na figura ao lado. Assim, de acordo com a
Eq.(2.2), pouco apo´s a emissa˜o as frentes de onda dos raios luminosos emitidos
do lado de fora formariam uma esfera de a´rea A+ > A, enquanto pelo lado de
dentro as frentes de onda formariam uma nova esfera de a´rea A− < A.
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Mas considere um espac¸o-tempo curvo onde sobre
S a expansa˜o das geode´sicas internas se anula, θ−|S =
0. Enta˜o as frentes de onda no interior da esfera na˜o
convergem, e portanto em um instante muito pro´ximo
da emissa˜o temos A− = A. Mais ainda, quando θ− >
0 as geode´sicas interiores divergem, e frentes de onda
emitidas no interior da esfera teˆm a´rea A− > A —
consequeˆncia de uma expansa˜o muito ra´pida do espac¸o
— e na˜o chegam ao centro da esfera, que fica assim
isolado causalmente.
Horizonte aparente e superf´ıcies de armadilha.
Seja (M ,g) um espac¸o-tempo quadridimensonal pass´ıvel de ser folheado em su-
perf´ıcies espaciais esfe´ricas, (S ,γ), como em (2.12). Sejam θ± as expanso˜es
das geode´sicas γ±(λ), parametrizadas por um paraˆmetro afim λ. Inspirados
pela discussa˜o que levou a` Eq.(3.17), diremos1 que uma superf´ıcie esfe´rica S
bidimensional e´ ‘normal ’ se θ−|S < 0 e θ+|S > 0; ‘marginal ’ se θ+ θ−|S = 0; e
‘capturada’ (“trapped”) se θ+ θ−|S > 0.
Uma superf´ıcie marginal H sobre a qual
θ−|H = 0 ; θ+|H > 0 , (3.17)
e´ dita um ‘horizonte aparente’ (Hayward (1994), ver
tambe´m Faraoni (2011)). Os raios de luz que partem de
H em direc¸a˜o ao seu interior sa˜o a princ´ıpo paralelos.
Se a derivada de Lie na direc¸a˜o tangente a` geode´sica
nula exterior (abreviamos £ζ±f ≡ £±f) e´ positiva,
£−θ−|H > 0, enta˜o ao se caminhar sobre γ+, se afastando de H , as superf´ıcies
esfe´ricas exteriores e “imediatamente pro´ximas” ao horizonte aparente possuem
expansa˜o positiva das geode´sicas internas, θ− > 0, que sa˜o, portanto, divergentes.
Mais especificamente, considere uma hipersuperf´ıcie tridimensional T folheada
por esferas marginais com
θ−|T = 0 e θ+|T > 0 ; (3.18a)
se £+θ−|T > 0 , (3.18b)
dizemos que seu fecho T¯ e´ um ‘horizonte cosmolo´gico de armadilha’ (“anti-
trapping horizon”).2 Horizontes de armadilha possuem uma natureza muito si-
1 As definic¸o˜es aqui apresentadas sa˜o as de Hayward (1994), pore´m com as mudanc¸as
apropriadas — e ja´ discutidas — que distinguem os horizontes de buracos negros de horizontes
cosmolo´gicos.
2 Em contraste com os “trapping horizons” que possuem natureza oposta — isto e´ a a´rea
das esferas exteriores diminui ao longo das geode´sicas nulas — e surgem no contexto de buracos
negros.
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milar a` de horizontes de eventos. Se o espac¸o-tempo for dividido pelo horizonte
de armadilha em duas partes desconexas, pode-se mostrar (Hayward) que as
equac¸o˜es de Einstein em conjunto com a condic¸a˜o nula de energia asseguram que
observadores exteriores ao horizonte de armadilha cosmolo´gico na˜o retornam ao
interior (e que observadores no interior de um horizonte de armadilha de um
buraco negro na˜o retornem ao exterior).
As definic¸o˜es acima sa˜o baseadas apenas em quantidades locais, como a ex-
pansa˜o de geode´sicas, ou quase-locais, como a derivada de Lie dessas expanso˜es.
Portanto, um horizonte aparente na˜o possui a natureza teleolo´gica inconveniente
dos horizontes de eventos.
Espac¸os homogeˆneos e isotro´picos.
Calculemos a posic¸a˜o do horizonte aparente em espac¸os com me´trica (2.10), que
reescrevemos como
ds2 = a2(t)
(−dη2 + dρ2 + f 2(ρ)do2) , (3.19)
onde η(t) =
∫ t
dt/a(t) e f(ρ) = sh ρ, sen ρ, ρ, para K = −1, +1, 0, respecti-
vamente (o que pode ser visto a partir de uma integrac¸a˜o elementar). A nova
coordenada η e´ chamada de ‘tempo conforme’.
Uma esfera S , de raio ρ, possui a´rea A = 4pi a2(t)f 2(ρ). Seguindo Bousso
(2002), podemos utilizar a Eq.(2.2) para calcular enta˜o a expansa˜o das geode´sicas
γ−(λ) e γ+(λ). A expressa˜o mais simples para a equac¸a˜o de uma geode´sica
nula no sistema de coordenadas (3.19) e´ dada por (dρ/dη)2 = 1. Neste caso as
geode´sicas sa˜o parametrizadas por η, que na˜o e´ um paraˆmetro afim, condic¸a˜o
necessa´ria para que utilizemos a fo´rmula (2.2). Pode-se, entretanto, fazer η ser,
localmente, ideˆntico a um paraˆmetro afim λ. De fato, λ so´ e´ definido a menos de
um reescalonamento e de uma constante aditiva, i.e. se λ e´ uma paraˆmetro afim,
s(λ) = a λ+ b tambe´m o e´. Se S se encontra em λ = λ0, temos
η(λ) ≈ η(λ0) + dηdλ |λ0 (λ− λ0),
e portanto fazendo a = dη
dλ
|λ0 e b = η(λ0) − λ0 dηdλ |λ0 , podemos fazer de η um
paraˆmetro afim, localmente, em S .
Neste caso, tomando λ = η, e escrevendo f ′ = df/dρ, temos
dA/dλ = 4pid(af)2/dη = 8piaf (f da/dη + a df/dη) = 2A (a˙+ (f ′/f)dρ/dη) ,
e a Eq.(3.19) da´, para geode´sicas nulas, dρ/dη = ±1; logo, usando a Eq.(2.2),
θ± = 2a (H ± f ′/(a f)) , (3.20)
onde H ≡ a˙/a. O sinal do segundo termo de cada equac¸a˜o vem do fato de ρ
aumentar ou diminuir quando a geode´sica se dirige para o exterior ou para o
interior de S .
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De acordo com (3.17), o horizonte aparente se localiza em θ− = 0, i.e. quando
f ′(ρ)/f(ρ) = aH. Portanto, fica evidente que se K = 0, f ′/f = 1/r e o raio






Repare que f ′(ρ)/ρ > 0, e portanto desde que H > 0 ambas as condic¸o˜es (3.17)
sa˜o satisfeitas. Em universos com curvatura nula, o raio do horizonte aparente e´
igual ao raio de Hubble, 1/H, e em particular no universo de deSitter os horizontes
aparente e de eventos coincidem.
Vale notar que nem sempre o horizonte aparente e´ um horizonte cosmolo´gico
de armadilha. A derivada de Lie da expansa˜o das geode´sicas internas, £+θ− =
dθ−/dλ, pode ser facilmente calculada a partir da Eq.(3.20):
dθ−/dη = 1ad
2a/dη2 − (da/dη)2 − (f ′′/f)dρ
dη
+ (f ′/f)2 dρ
dη
Na direc¸a˜o exterior a H , dρ/dη = +1; e´ fa´cil ver que (f ′)2 − f f ′′ = (f ′)2/f 2
para qualquer K, e como
d2a/dη2 = a d
dt





temos, sobre o horizonte, onde η e´ localmente igual ao paraˆmetro afim λ,
dθ−/dλ = a2
[




e usando a expressa˜o (3.21), temos finalmente (Faraoni (2011))
£+θ−|H = a2
(
H˙ + 2H2 +K/a2
)
. (3.22)
Esta expressa˜o e´ puramente geome´trica, na˜o dependendo das equac¸o˜es de Einstein
ou do conteu´do material do universo. O horizonte aparente sera´ um horizonte de
armadilha, de acordo com (3.18b), se a expressa˜o em pareˆnteses for positiva. No
caso de um universo governado pelas equac¸o˜es de Einstein e preenchido por um
fluido perfeito com pressa˜o p, densidade de energia % e equac¸a˜o de estado p = ω%,
as equac¸o˜es de Friedmann (2.24a) determinam o termo em pareˆnteses como
−κ2
4
%(ω − 1/3) . (3.23)
Portanto, conclui-se que neste caso o horizonte aparente e´ um horizonte cos-
molo´gico de armadilha somente se ω < 1/3.
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3.2 Termodinaˆmica de horizontes
Horizonte de eventos.
E´ muito conhecido1 o fato de que para preservar a segunda lei da termodinaˆmica,
e´ necessa´rio se atribuir uma entropia a um horizonte de eventos.
A a´rea do horizonte de eventos de um buraco negro nunca decresce (Hawking
(1971)), indicando que seja ela a possuir natureza entro´pica, como sugerido por
Bekenstein e posto de forma clara quando Bardeen et al. (Hawking (1973b); ver
tambe´m Wald (1984)) mostraram que uma pequena variac¸a˜o da massa M de um




sendo A a a´rea de seu horizonte de eventos. Sabemos que a gravidade superficial
κ sobre o horizonte de eventos e´ constante, e se interpretarmos M como a energia
do buraco negro, temos uma relac¸a˜o muito pro´xima a` relac¸a˜o de Clausius, entre
entropia S, energia interna E e temperatura T de um sistema termodinaˆmico em
equil´ıbrio:
δE = T δS . (3.24)
estabelecendo uma analogia entre entropia/a´rea e temperatura/gravidade super-
ficial. Mais tarde, descobriu-se que tanto buracos negros (Hawking (1975)) como
o horizonte cosmolo´gico de deSitter (Hawking (1977)) de fato irradiam com uma
temperatura de corpo negro igual a κ/2pi, e ficou assim estabelecida uma relac¸a˜o
f´ısica, real, entre termodinaˆmica e geometria de horizontes de eventos:
T = κ/2pi ; S = A/4 . (3.25)
Horizonte aparente.
O exemplo dos buracos negros e do espac¸o-tempo de deSitter aponta uma conexa˜o
profunda entre gravitac¸a˜o e termodinaˆmica, resumida na Eq.(3.25). Tem ali um
papel crucial a atribuic¸a˜o de uma temperatura, constante, ao horizonte de even-
tos, que pode ser enta˜o considerado um sistema termodinaˆmico em equil´ıbiro. Em
espac¸os cosmolo´gicos, entretanto, na˜o existe um vetor de Killing temporal nem
tampouco horizontes de Killing (mesmo quando existe um horizonte de eventos),
e por isso na˜o vale a construc¸a˜o do Apeˆndice D. E´ necessa´rio, enta˜o, uma nova
definic¸a˜o de temperatura sobre outro tipo horizonte — o horizonte aparente. Este
problema e´ resolvido pelo chamado “milagre de Kodama” (Abreu (2010)).
1 Ver Bekenstein (1973), Hawking (1973b), Penrose (1996).
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3.2.1 O vetor de Kodama
Existe em espac¸os com simetria esfe´rica folheados como em (2.12) um vetor que
desempenha papel ana´logo ao do vetor de Killing em espac¸os esta´ticos — fato a
que Abreu (2010) se refere como “o milagre de Kodama” —. Trata-se do chamado
‘vetor de Kodama’:
ka = ab∇br˜ , a, b = 0, 1 , (3.26)
onde ab e´ a 2-forma que define um volume no espac¸o-tempo bidimensional (O,h);
para µ = 2, 3, kµ = 0. Esta expressa˜o e´ covariante, e vale em qualquer sistema
de coordenadas, mas repare que, sendo ab definido em (O,h), ela depende da
folheac¸a˜o espec´ıfica (2.12). O vetor de Kodama apresenta va´rias propriedades
nota´veis, que passamos a discutir.
(i) O vetor de Kodama caracteriza um horizonte aparente, seu interior e seu
exterior. Como visto no §3.1.1, a regia˜o em que o vetor de Killing e´ tipo-tempo
determina qual o exterior (interior) do horizonte de eventos de deSitter (de um
buraco negro); assim tambe´m a natureza causal do vetor de Kodama caracteriza
regio˜es separadas por um horizonte aparente. Usando a identidade ab dc =
−(δad δbc − δbd δac ), temos abac = −δbc, e
kµk
µ = −∇ar˜∇ar˜ . (3.27)
Sejam ζ± os vetores tangentes a`s geode´sicas nulas γ±(λ), externas e internas a`
superf´ıcie esfe´rica determinada por r˜(xa), parametrizadas por um paraˆmetro afim
λ, como no §3.1.2. A Eq.(2.2) com A = 4pir˜2 da´
θ± = 2r˜ ∂±r˜ , (3.28)
onde ∂± = ζ
± · ∇ denota a derivada direcional ao longo de γ±(λ). Vimos no
§3.1.2 que se pode definir uma base ortornormal em (O,h) usando estes vetores
nulos tangentes a γ±:
ζ± = ∂± = e−φ(∂t ± ∂r) ,
a func¸a˜o positiva e−φ(x
a) garantindo a parametrizac¸a˜o afim. Neste caso,
∇ar˜∇ar˜ = (∂rr˜)2 − (∂tr˜)2 = −(∂tr˜ + ∂rr˜)(∂tr˜ − ∂rr˜) = −eφ∂+r˜ ∂−r˜ .




r˜2e−φ θ+ θ− . (3.29)
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Portanto, o sinal da norma do vetor de Kodama sobre a superf´ıcie S definida
por r˜ = constante e´ determinado pelas mesmas condic¸o˜es que definem se S e´
uma superf´ıcie normal, capturada, ou um horizonte aparente:
kµ e´ nulo sobre um horizonte aparente, onde θ+ θ−|H = 0 ;
kµ e´ tipo-tempo sobre uma superf´ıcie normal, onde θ+ θ− < 0 ;
kµ e´ tipo-espac¸o sobre uma superf´ıcie capturada, onde θ+ θ− > 0 .
(ii) Gravidade superficial sobre o horizonte aparente. A gravidade superficial
sobre o horizonte de Killing e´ definida pela Eq.(D.5). Na esperanc¸a de definir
uma gravidade superficial sobre o horizonte aparente, calculemos kµ∇[µkν]. As
componentes na˜o nulas sa˜o
kb∇bka = bcad∇cr˜∇b∇dr˜ = (δba δcd − δca δbd)∇cr˜∇b∇dr˜ = ∇br˜∇a∇br˜ −∇ar˜ D2r˜ ,
e kb∇akb = bcbd∇cr˜∇a∇dr˜ = ∇br˜∇a∇br˜, de maneira que
kµ∇[µkν] = −D2r˜∇ar˜ .
Aqui, usamos quando necessa´rio o fato de que ∇abc = 0.
Uma propriedade evidente do vetor de Kodama e´ que kµ∇µr˜ = ab∇ar˜∇br˜ =
0, pela antisimetria de ab. Portanto ∇µr˜ e´ ortogonal a kµ. Sobre um horizonte
aparente, onde o vetor de Kodama e´ nulo, isto implica que ∇r˜ e´ paralelo a k.
Pore´m a Eq.(3.27) mostra que kµk
µ/∇ν r˜∇ν r˜ = −1, e portanto sobre o horizonte
de eventos temos ∇r˜ = −k. Logo,








como se verifica imediatamente: ab∇akb = abbc∇c∇ar˜ = −∇a∇ar˜.
As Eqs.(3.30a) e (3.31) definem a gravidade superficial do horizonte aparente.1
Repare a semelhanc¸a clara entre a Eq.(3.30a) e a definic¸a˜o da gravidade superficial
em um horizonte de Killing, Eq.(D.5) — o fator 2 pode ser introduzido na equac¸a˜o
(D.5) ao se antisimetrizar os u´ltimos ı´ndices, a` maneira da Eq.(3.30a). De forma
mais simples que no caso do horizonte de Killing, aqui e´ consequeˆncia trivial que
κ seja constante sobre o horizonte aparente; efetivamente, o vetor de Kodama e
1A definic¸a˜o de gravidade superficial que adotamos e´ aquela de Hayward (1998). Ela na˜o e´
u´nica, entretanto: ver por exemplo Abreu (2010).
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o elemento de volume , claro, na˜o dependem das coordenadas angulares sobre
(S ,γ).
(iii) O vetor de Kodama se conserva. Ou seja:
∇µkµ = 0 . (3.32)
Para demonstrar este fato, seguimos Abreu (2010). Considere o tensor anti-
sime´trico
˜ =
ab 0 00 0 0
0 0 0
 .








onde g = Det g. Uma vez que g e´ a composic¸a˜o (um ‘warped product ’) de h com
r˜2 γ, onde γij, i, j = 2, 3 e´ a me´trica do espac¸o R
2 em coordenadas esfe´ricas,
temos
Det g = Det h×Det (r˜2γ) = (r˜2)2 Det h×Detγ = r˜4 Det h .
Na segunda igualdade, usamos o fato de γ ser uma matriz 2 × 2. Logo, √−g =
r˜2










As u´nicas componentes na˜o nulas deste vetor correspondem a`s componentes na˜o








sendoDa a derivada covariante correspondendo a` me´trica bidimensional no espac¸o
(O,h). Mas isto e´ nada mais que a derivada covariante do elemento de volume
deste espac¸o que, por construc¸a˜o, se anula. Portanto, para todas as componentes
temos
∇µ (˜µν/r˜2) = 1r˜2




r˜∇ν ˜µν . (3.33)





Agora, ∇µkµ = 12 (∇µr˜ ∇ν ˜µν + r˜∇µ∇ν ˜µν). A antisimetria de ˜µν faz com que∇µ∇ν ˜µν = ∇[µ∇ν]˜µν = −˜µσRνσµν − ˜σνRµσµν ; o tensor de Riemann e´ sime´trico
em σµ e σν, no primeiro e segundo termos, respectivamente, logo ∇µ∇ν ˜µν =
0. Por outro lado, lembrando que para uma func¸a˜o escalar ∇[µ∇ν]r˜ = 0, ao
derivarmos (3.26), temos ∇µkµ = ∇µr˜ ∇ν ˜νµ = −∇µr˜ ∇ν ˜µν = −2∇µkµ, ou seja:
∇µkµ = 0, como quer´ıamos demonstrar.
(iv) O fluxo de energia-momento na direc¸a˜o do vetor de Kodama se conserva.
Ou seja, o vetor jµ se conserva:
ja = T abkb , (3.34)
∇µjµ = 0 . (3.35)
Escrevemos apenas as componentes a = 0 , 1 de jµ, pois as outras sa˜o nulas, por
construc¸a˜o. Nossa demonstrac¸a˜o mais uma vez segue Abreu (2010). Usando as
equac¸o˜es de Einstein, jµ = 2κ2G
µνkν . O tensor de Einstein e´ sime´trico, e as u´nicas
componentes na˜o nulas de kµ sa˜o µ = a = 0, 1, portanto so´ nos interessa calcular
Gabkb. Usando a Eq.(2.22a), temos





No primeiro termo do lado direito, aparece kb∇a∇br˜ = bc∇cr˜∇a∇br˜, pela
definic¸a˜o (3.26). Pore´m, em um espac¸o bidimensional a antisimetrizac¸a˜o de
treˆs ı´ndices e´ sempre nula e por isso, em particular, ∇[ar˜ bc] = 0, ou seja:
∇ar˜ bc = −(∇cr˜ab + ∇br˜ac). Usando tambe´m o fato de que ∇cab = 0, a
expressa˜o analisada se reescreve como
bc∇cr˜ ∇a∇br˜ = ∇b∇ar˜bc∇cr˜ = ∇b(∇ar˜bc)∇cr˜ = −∇b(∇cr˜ ab +∇br˜ ca)∇cr˜.
Atentando para a ordem dos ı´ndices do u´ltimo termo dentro dos pareˆnteses, e
reescrevendo ∇cr˜∇b∇cr˜ = 12 ∇b(∇cr˜∇cr˜), temos por fim
kb∇a∇br˜ = −12 ab∇b(∇cr˜∇cr˜) +∇c∇cr˜ ka ,
de forma que o lado direito de (3.36) fica Gabkb =
1
r˜2
[r˜ab∇b(∇cr˜∇cr˜) − (1 −
∇cr˜∇cr˜)ka]. Mas e´ fa´cil ver que os dois termos entre colchetes podem ser agru-









Uma vez que E(xa) e´ restrita a O, podemos finalmente escrever, sobre todo o
espac¸o-tempo,
jµ = − 4κ2 r˜−2 ˜µν ∇νE . (3.38)
Ja´ demonstramos que ∇µ(r˜−2˜µν) = 0; para uma func¸a˜o escalar ∇[µ∇ν]E = 0,
levando a` lei de conservac¸a˜o (3.35).
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3.2.2 Cargas conservadas
Seja v um campo vetorial em uma variedade d-dimensional (N ,g) com borda





vµ µ ν1···νd−1 , (3.39)
onde  = ν1···νd e´ d-forma de volume natural em N , induzida pela me´trica g.
Considere N ⊂ M como uma subvariedade da variedade M , ambas d-
dimensionais, sendo ∂N = S1 ∪ S2 ∪ S3 composta por duas hipersuperf´ıcies
tipo-espac¸o (d − 1)-dimensionais, S1 e S2, cujos vetores normais, n1,2, sa˜o ori-
entados para o interior de N . A superf´ıcie “lateral” S3 e´ tipo-tempo, e tambe´m
possui seu vetor normal, n3, apontando para o exterior de N . Quando v possui
divergeˆncia nula, o lado esquerdo de (3.39) se anula, e temos∫
S1
v · n1 dσ1 +
∫
S2
v · n2 dσ2 = −
∫
S3
v · n3 dσ3.
Se as hipersuperf´ıcies tipo-espac¸o forem a mesma hi-
persuperf´ıcie que “evolui” na direc¸a˜o de algum vetor
tipo-tempo — portanto n1 = −n2 —, pode-se encarar
a igualdade acima como dizendo “a variac¸a˜o da com-
ponente v · n1 integrada sobre a superf´ıcie S (t) e´ dada
somente pelo fluxo v · n3 que entra na superf´ıcie atrave´s
de sua borda (d− 2)-dimensional”. Ou seja, existe uma




v ·  , (3.40)
sendo S uma hipersuperf´ıcie espacial qualquer.
A carga associada ao vetor de Kodama.
Consideremos o vetor de Kodama, e calculemos Qk
usando como hipersuperf´ıcie espacial o volume contido
na 2-esfera S de raio r˜. Vamos usar coordenadas FRW, nas quais vale (2.15). O
vetor tipo-tempo unita´rio normal a V e apontando para o seu interior e´ simples-
mente tµ = −δµ0 . A contrac¸a˜o de k com o elemento de volume de N pode ser
reescrita como k ·  = kµnµα, onde αµνσ e´ o elemento de volume em V . Agora,
de (3.26), temos
k = 1√−h (∂0r˜ ∂1 − ∂1r˜ ∂0) ,













onde dV e´ o elemento de volume usual em coordenadas esfe´ricas (como´veis), e σ
e´ o determinante da me´trica induzida por g em V que, com g diagonal, vemos
facilmente ser σ = a6r4sen2ϑ. Assim,
Qk = 4pi
∫
a2(t)r2∂r r˜dr = 4pi
∫
r˜2∂r r˜dr = 4pi
∫
r˜2 dr˜ = 4pi
3
r˜3.
Ou seja: A carga conservada e´ o volume espacial das esferas de raio r˜.
A carga associada ao fluxo de Kodama.
Para j, definido pela Eq.(3.34), usando a fo´rmula (3.38) temos
j = − 4κ2 r˜−2 (∂0E ∂1 − ∂1E ∂0) /
√−h ,
onde E(r, t) e´ a func¸a˜o definida em (3.37). Calculando Qj com integral mais
uma vez sobre a hipersuperf´ıcie V formada pelas esferas de raio r˜, temos enta˜o
nµj















3.2.3 A Primeira Lei da Termodinaˆmica, generalizada
Energia em espac¸os esfericamente sime´tricos.
A carga associada ao fluxo do vetor de Kodama, a func¸a˜o (3.37), e´ conhecida como
‘energia de Misner-Sharp’, e foi analisada em detalhes por Hayward (1996). Ape-
sar das dificuldades associadas a` definic¸a˜o de energia na relatividade geral, E(r, t)
possui uma interpretac¸a˜o notavelmente simples e f´ısica. De fato, em coordenadas
FRW, onde r˜ = a(t) r, temos1
E = 1
2
H2 r˜3 , (3.41a)






r˜3 % . (3.41b)
1A t´ıtulo de refereˆncia, listamos os resultados ∇0∇0r˜ = a¨, ∇1∇1r˜ = −a˙ r˜, e
∇2r˜ = −(a¨/a+H2)r˜ = −(H˙ + 2H2)a(t) r
∇cr˜∇cr˜ = hab∂ar˜ ∂br˜ = −(a˙ r)2 + 1 .
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Ou seja: a energia de Misner-Sharp E(r, t) e´ simplesmente a energia total de
mate´ria — definida por % — contida na esfera de raio f´ısico r˜.
Uma expressa˜o para E sobre o horizonte aparente pode ser obtida de (3.41a),
com r˜ = r˜ap = 1/H, ou usando a definic¸a˜o (3.37) e o fato de que sobre o horizonte
vale ∇µr˜∇µr˜ = 0 (cf. Eq.(3.27)):
E|H = 12 r˜ . (3.42)
A primeira Lei da Termodinaˆmica.
Seja Tµν o tensor de energia-momento atuando como fonte do campo gravita-






ψµ = T µν∇ν r˜ + w∇µr˜ . (3.43b)
Ao primeiro, um escalar, chamaremos ‘densidade de trabalho’; o segundo, um
vetor em O, chamaremos de ‘vetor fluxo de energia’. Usando o tensor de Einstein
(2.22a), que pode ser escrito como func¸a˜o da energia de Misner-Sharp,
Gab = −2r˜−1∇a∇br˜ + 2r˜−1 (∇c∇cr˜ − r˜−2E)hab, (3.44)
obtemos muito facilmente a densidade de trabalho:
w = 2κ2 (2E/r˜
3 −D2r˜/r˜) , (3.45)
e o fluxo de energia:





Notando que ∇aE = r˜−1E∇ar˜ − r˜∇br˜∇b∇ar˜, como se pode ver derivando dire-
tamente a Eq.(3.37), e´ enta˜o imediato escrever
16pi
κ2 ∇µE = Aψµ + w∇µV. (3.47)
Aqui, A(xa) = 4pir˜2 e´ a a´rea das esferas de simetria, que possuem volume
V = 4
3
pir˜3. Esta equac¸a˜o e´ conhecida como ‘primeira Lei da Termodinaˆmica
unificada’ (Hayward (1998), Ashwort (1999)). Ficam agora claros os motivos
para a nomenclatura de w e ψa. Vimos que E e´ nada mais que a energia material
contida no volume V , e a primeira lei unificada pode ser interpretada assim: a
variac¸a˜o da energia interna E contida dentro das esferas de raio r˜ e´ dada por
um termo de trabalho, w∇V , que atua para aumentar o volume da esfera, mais
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uma contribuic¸a˜o de energia que flui para dentro da esfera, em um fluxo Aψ
proporcional a` a´rea de sua superf´ıcie.
A ligac¸a˜o entre a Eq.(3.47) e fo´rmula usual (3.25) va´lida para horizontes de
eventos tambe´m fica clara ao se escrever o vetor fluxo de energia (3.46), com o
aux´ılio de (3.30b) e de ∇a(E/r˜) = −∇br˜∇b∇ar˜, como
Aψa = 16piκ2 r˜∇a (E/r˜) + 2κ2 κ∇aA . (3.48)
Sobre o horizonte aparente, por causa de (3.42), o termo em pareˆnteses e´ constante
e sua derivada, nula. Assim, a primeira lei unificada (3.47) se escreve em unidades
geometrizadas (nas quais κ2 = 16pi)
∇µE|H = 12pi κ∇µ (AH /4) + w∇µVH . (3.49)
O u´ltimo termo pode ser interpretado como um trabalho feito ao se aumentar
o horizonte aparente. Em um processo “esta´tico”, em que V = constante, resta
apenas o primeiro termo no lado direito, que podemos interpretar como T ∇µSH ,
onde temperatura e entropia sa˜o dadas pela Eq.(3.25) — mas usando o horizonte
aparente e sua gravidade superficial.
3.2.4 As equac¸o˜es de Friedmann como relac¸o˜es termo-
dinaˆmicas
Ate´ aqui, discutimos a maneira como e´ poss´ıvel se formular as equac¸o˜es da relati-
vidade geral de maneira termodinaˆmica na presenc¸a de horizontes. E´ interessante
perceber que se pode realizar o caminho inverso: partindo das relac¸o˜es termo-
dinaˆmicas, obter-se as equac¸o˜es de campo da relatividade geral.1
Considere o horizonte aparente como um sistema em equil´ıbrio termodinaˆmico,
com volume V e a´rea superficial A, preenchido por um fluido perfeito com tensor
de energia-momento Tµν = (% + p)Uµ Uν + p gµν . Vamos assumir que a variac¸a˜o
de sua energia interna E e´ determinada pela equac¸a˜o termodinaˆmica (3.47).
Em um processo que muda a energia interna E sem realizar trabalho sobre as
paredes do sistema, a energia interna e´ modificada pela perda de uma quantidade
de calor dQ = −dE, que cruza o horizonte (de dentro para fora). A variac¸a˜o dE
em um intervalo de tempo infinitesimal dt e´ dada pela componente temporal do
vetor fluxo de energia (3.43b), atrave´s de (3.47):
dE = ∂0E dt+ (∂E/∂r˜) dr˜ =
(




Aψ0 + ( ˙˜r/a)Aψ1
)
dt,
em unidades geometrizadas, nas quais κ2 = 16pi. Uma vez que w = (%− p)/2 e
ψ0 = T00∂
0r˜ + w∂0r˜ = −12(p+ %)H r˜ ,
ψ1 = T11∂




1Neste para´grafo, seguimos o me´todo apresentado por Cai (2005); ver tambe´m Cai (2007).
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temos
−dE = 4pi r˜3 (p+ %)H dt. (3.50)
Vamos assumir que a entropia e temperatura do horizonte aparente sejam
dadas pela Eq. (3.25). Vamos considerar K = 0 por simplicidade, mas para
universos curvos o racioc´ınio e´ ideˆntico. A gravidade superficial (3.30b) em coor-











a u´ltima igualdade sendo va´lida sobre o horizonte aparente, cujo raio e´ dado
pela Eq.(3.21), r˜ap = 1/
√
H2 +K/a2. Agora, estamos considerando um processo
em que na˜o se realiza trabalho sobre as paredes do sistema termodinaˆmico, cujo
volume permanece constante; i.e. o raio do horizonte aparente deve ser tomado
como constante — ou, por um outro ponto de vista, o aumento infinitesimal
de energia na˜o altera a temperatura do sistema, que permanece em equil´ıbrio
termodinaˆmico. Assim, tomamos ˙˜rap = 0 e ficamos com
T = 1
2pi
|κ| = 1/(2pir˜ap) = 12piH . (3.51)
Note que esta e´ a mesma fo´rmula va´lida para o horizonte de deSitter, que e´ efeti-
vamente um horizonte aparente esta´tico. Com a fo´rmula de Bekenstein-Hawking
para a entropia S = A/4 = pi/H2, temos enta˜o sobre o horizonte aparente
T dS = −H˙ dt/H2 . (3.52)
A relac¸a˜o de Clausius dQ = T dS implica portanto, igualando (3.50) e (3.52),
H˙ = −4pi (p+ %) +K/a2 , (3.53)
que e´ simplesmente uma das equac¸o˜es de Friedmann, a Eq.(2.24b). A segunda
equac¸a˜o de Friedmann pode ser obtida ao se impor a conservac¸a˜o do tensor de
energia-momento, ∇µT µν = 0, mais especificamente
∇µT µ0 = %˙+ 3H(%+ p) = 0 ,
que e´ simplesmente a equac¸a˜o da continuidade (2.26). Combinando isto com
(3.53), temos H˙ = 4pi
3
%˙/H +K/a2 ou, integrando com respeito ao tempo,∫











−1/2a2. Ou seja: obtemos a Eq.(2.24a),
H2 = 8pi
3
%−K/a2 + Λ/3 ,
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adicionada de uma constante de integrac¸a˜o Λ/3 — a constante cosmolo´gica.
O vetor fluxo de energia, o raio e a a´rea do horizonte aparente, e a gravidade
superficial sa˜o objetos independentes das equac¸o˜es dinaˆmicas da gravitac¸a˜o; uns
puramente geome´tricos, e outros determinados apenas pela escolha do conteu´do
material na forma do tensor de energia-momento. Pode enta˜o parecer espantoso
que a imposic¸a˜o de uma relac¸a˜o termodinaˆmica entre estas grandezas resulte
nas equac¸o˜es de Einstein. O espanto se desfaz ao lembramos que para obter a
Eq.(3.50) utilizamos a primeira lei unificada (3.47) e que esta, por sua vez, e´
obtida das equac¸o˜es de Einstein. De qualquer forma, fica muito claro que as
equac¸o˜es de Einstein podem ser interpretadas de forma consistente como uma
relac¸a˜o termodinaˆmica do tipo dQ = T dS sobre o horizonte aparente, que possui
uma entropia de Bekenstein-Hawking. Por outro lado, esta relac¸a˜o seja talvez
va´lida apenas aproximadamente, tendo em vista a aproximac¸a˜o feita em κ.
A grande questa˜o que paira e´ a seguinte: Sabemos que a termodinaˆmica usual
e´ o resultado estat´ıstico, macrosco´pico, de uma f´ısica microspo´pica. Existira´ tal
f´ısica subjacente a` termodinaˆmica dos horizontes da Relatividade Geral?




4.1 Gravitac¸a˜o de Lovelock
Apesar da concordaˆncia entre as predic¸o˜es da gravitac¸a˜o de Einstein-Hilbert (EH)
e testes emp´ıricos, e´ curioso que uma das soluc¸o˜es mais simples, sena˜o a mais sim-
ples, das equac¸o˜es de Einstein (2.4) apresente caracter´ısticas singulares: a soluc¸a˜o
esta´tica e esfericamente sime´trica, no va´cuo, chamada de soluc¸a˜o de Schwarzs-
child, apresenta (ale´m do horizonte de eventos mencionado mais acima) um ponto
em que as equac¸o˜es sa˜o mal definidas e a curvatura, divergente. Coisa similar
ocorre em espac¸os-tempo homogeˆneos e isotro´picos (2.10) descrevendo modelos
cosmolo´gicos, e efetivamente teoremas devidos a Hawking e Penrose mostram
que tais singularidades sa˜o uma caracter´ıstica intr´ınseca da gravitac¸a˜o de Eins-
tein (Hawking (1973a)).
Sugestivamente, as singularidades de Schwarzschild e cosmolo´gica ocorrem em
regio˜es do espac¸o-tempo onde a densidade de energia e´ muito alta, implicando que
se deve assim levar em conta efeitos quaˆnticos. A gravitac¸a˜o de Einstein e´ uma
teoria cla´ssica, para a qual ainda na˜o foi encontrada uma formulac¸a˜o quaˆntica
definitiva, e se acredita largamente que esta, quando finalmente descoberta, de
alguma forma “dissolva” as singularidades. Apesar do insucesso na formulac¸a˜o
da gravidade quaˆntica, ha´ diversas indicac¸o˜es de que correc¸o˜es de altas energias
introduzem na ac¸a˜o gravitacional termos com maiores poteˆncias da curvatura
como, por exemplo, R2, R3, etc. Correc¸o˜es deste tipo aparecem em alguns li-
mites de teorias de cordas (ver Giribet (2008) e refereˆncias) e uma correc¸a˜o em
particular, conhecida como gravitac¸a˜o de Gauss-Bonnet, aparece naturalmente ao
se considerar campos quaˆnticos evoluindo sobre um espac¸o-tempo cla´ssico (Davies
(1982)).
A escolha de R, e na˜o suas poteˆncias mais altas, para compor a Lagrangeana
(2.3) se deveu a` linearidade do escalar de Ricci em derivadas segundas da me´trica,
resultando em equac¸o˜es de campo de segunda ordem — e na˜o terceira. Esta
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linearidade e´ evidentemente perdida em qualquer contrac¸a˜o do produto de mais
de um tensor de Riemann que por isso, em geral, fornecem equac¸o˜es de campo
com derivadas superiores da me´trica. Isto entretanto pode ser evitado ao se
formar certas combinc¸o˜es espec´ıficas destas contrac¸o˜es.
Um teorema devido a Lovelock assegura que em um espac¸o-tempo de d di-
menso˜es a u´nica combinac¸a˜o desta natureza que produz equac¸o˜es de segunda


















Rαk βkµk νk , (4.1)
onde αn sa˜o coeficientes constantes com dimensa˜o de [comprimento]
−n. Aqui e no
que segue supomos d par, caso contra´rio o limite superior do somato´rio deve ser
substitu´ıdo por (d−1)/2. Estas ‘Lagraneanas de Lovelock ’1 sa˜o uma generalizac¸a˜o






β − δµβ δνα
)
Rαβµν = R .
Inspec¸a˜o da estrutura dos termos Rn da Eq.(4.1) revela que em um espac¸o-
tempo (M ,g) d-dimensional vale, identicamente, Rn = 0 para todo n > d/2,
como consequeˆncia da total antisimetria nos n ı´ndices do produto de s´ımbolos de
Kronecker (e´ imposs´ıvel preencher 2n posic¸o˜es com apenas d < 2n objetos sem
repetir objeto algum). O u´ltimo termo na˜o nulo, Rd, e´ na verdade um objeto
topolo´gico, a ‘densidade de Euler’ que quando integrado sobre uma variedade
compactaM , da´ um nu´mero caracter´ıstico conhecido como o ‘invariante de Euler’
de M (ver Choquet-Bruhat (1977)). Em outras palavras, Rd e´ independente de
variac¸o˜es locais da me´trica, e portanto na˜o contribui para as equac¸o˜es de Euler-
Lagrange.
Em quatro dimenso˜es, a densidade de Euler e´ conhecida como ‘termo de
Gauss-Bonnet ’ (GB):
R2 = Rµανβ R
µανβ − 4Rµν Rµν +R2 . (4.2)
Uma vez que ele na˜o contribui para as equac¸o˜es de movimento, a dinaˆmica da
gravitac¸a˜o de Lovelock e´ neste caso ideˆntica a` dinaˆmica dada pela ac¸a˜o EH,
quando adicionada da constante R0, que pode ser incorporada a` Lagrangeana
de mate´ria. Esta constante, introduzida por Einstein em um contexto muito
diferente, e´ chamada de ‘constante cosmolo´gica’.
1 Tambe´m conhecidas como Lagrangeanas de Lanczos-Lovelock.
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Equac¸o˜es de campo para gravitac¸a˜o de altas derivadas.







dependente da me´trica e do tensor de Riemann. As equac¸o˜es de campo obtidas










L gµν − 2∇α∇βPµανβ ; (4.5)
Pµανβ = ∂L/∂R
µανβ .
Como esperado, Gµν possui um termo de altas derivadas da me´trica: ∇α∇βPµανβ;
em geral, portanto, as equac¸o˜es de movimento advindas de uma Lagrangeana do
tipo (4.3) possuem derivadas de ate´ quarta ordem.
Sabendo a expressa˜o expl´ıcita das equac¸o˜es de campo, podemos demonstrar
que de fato teorias de Lovelock possuem equac¸o˜es de segunda ordem, como segue.














Rαk βkµk νk .
Cada um dos n termos resultantes da derivada do produto de tensores de Riemann
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Rαk βkµk νk .
Agora, a completa antisimetria dos ı´ndices covariantes nesta expressa˜o faz com
que a divergeˆncia ∇γ∂Rn/∂Rγδστ seja uma soma de termos do tipo Rαβ [µν;γ],
que sa˜o identicamente nulos por conta das identidades de Bianchi. Uma vez
que Pαµβν;γ e´ uma soma de termos do tipo discutido acima, conclu´ımos que sua
divergeˆncia tambe´m se anula. Assim, para Lagrangeanas de Lovelock o termo de
altas derivadas presente em (4.4) e´ identicamente nulo e restam apenas derivadas
de segunda ordem nas equac¸o˜es de campo.
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4.2 Ac¸a˜o para a Gravitac¸a˜o Quase-Topolo´gica
Existem oito invariantes escalares distintos formados de combinac¸o˜es cu´bicas do














µ, L4 = RR
µνρσRµνρσ,
L5 = R
µνρσRµρRνσ, L6 = R
µνRνσR
σ
µ, L7 = RR
µνRµν , L8 = R
3. (4.6)
De acordo com o §4.1 a u´nica combinac¸a˜o linear destes invariantes a permitir
equac¸o˜es de segunda ordem para uma me´trica arbitra´ria e´ dada por (4.1), que
na˜o apresenta contribuic¸o˜es diferentes da gravitac¸a˜o EH em d = 4. Pore´m para
uma me´trica espec´ıfica e´ sim poss´ıvel combinar os invariantes de forma a que a) os
efeitos em quatro dimenso˜es na˜o sejam triviais e b) as equac¸o˜es de campo sejam
ainda de segunda ordem.
A me´trica espec´ıfica em que estamos interessados e´ a de espac¸os-tempo cos-
molo´gicos, com sec¸o˜es espaciais completamente homogeˆneas e de curvatura zero.
Tais espac¸os sa˜o conformemente planos, i.e. existe uma func¸a˜o na˜o nula Ω2(xµ)
tal que seu elemento de linha pode ser escrito como (cf. Eq.(E.1))
ds2 = Ω2(xµ) ηµνdx
µ dxν ,
onde ηµν e´ a me´trica do espac¸o de Minkowski. Neste caso o tensor de Weyl




se anula identicamente, e com isso o tensor de Riemann fica dado como uma
combinac¸a˜o do tensor de Ricci e da me´trica. Os invariantes linearmente indepen-
dentes (4.6) sa˜o assim reduzidos a apenas quatro: L2, L6, L7 e L8. Juntando-os
aos dois u´nicos invariantes quadra´ticos formados com o tensor de Ricci, viz. R2
e Rµν R



























e temos agora que determinar as constantes α, β, γ sob a condic¸a˜o de que as
equac¸o˜es de campo sejam de segunda ordem. Repare que esta condic¸a˜o na˜o fixa os
coeficientes λ e µ; porque se pode encarar cada um dos termos na ac¸a˜o acima como
uma Lagrangeana independente, separadamente sujeitas a fornecer equac¸o˜es com
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as caracter´ısticas desejadas, o que independe dos coeficientes “globais” λ e µ.
Repare tambe´m que separamos uma constante com dimensa˜o de comprimento,
L, de modo que λ e µ sejam adimensionais.
Apesar de as Eqs.(4.4) fornecerem as equac¸o˜es de movimento para a me´trica
(3.19), e´ mais pra´tico e instrutivo deriva´-las desde o comec¸o utilizando um outro
me´todo conhecido como ‘me´todo da Lagrangeana efetiva’,1 como segue. Consi-
dere a me´trica FRW plana
ds2 = −f 2(t) e6A(t) dt2 + e2A(t) δij dxi dxj , (4.8)
mantendo arbitra´ria a func¸a˜o ‘lapso’, f(t). A estrate´gia consiste em substituir
esta me´trica diretamente na ac¸a˜o (4.7), obtendo uma Lagrangeana efetiva cujas
coordenadas generalizadas sa˜o as func¸o˜es f e A.
A partir das conexo˜es na˜o nulas











e seguindo um ca´lculo tedioso mas absolutamente trivial, calculamos todas as
componentes do tensor de curvatura e suas contrac¸o˜es. Para o termo quadra´tico,
obtemos















−A¨ A˙2 + f˙ A˙3/f
]
. (4.9)
Como foi ha´ pouco mencionado, este termo equivale a uma Lagrangeana inde-
pendente, que deve fornecer equac¸o˜es de Euler-Lagrange contendo no ma´ximo
derivadas segundas de t. Assim, a expressa˜o acima so´ pode conter termos linea-
res em derivadas segundas, pois estes podem ser redefinidos como uma derivada














− 2e−6AA˙4/f 3 . (4.10)
Ja´ os termos na˜o lineares, como e´ o caso do primeiro termo em colchetes, contri-
buem com altas derivadas nas equac¸o˜es de movimento, forc¸ando-nos a ajustar γ
de maneira que seu coeficiente se anule:
γ = 1/3 . (4.11)
1Cf. Townsend (2006, 2007), dS; G.M. Sotkov (2012).
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O termo cu´bico da ac¸a˜o (4.7), por sua vez, fica escrito
































Aqui tambe´m o u´ltimo termo em colchetes, por ser linear em A¨, pode ser redefi-
















e−12AA˙6/f 5 , (4.12)
enquanto os outros termos em colchetes devem ser eliminados ao se anularem seus
coeficientes:
36 + 12α + 5β = 0 ,
36 + 16α + 9β = 0 ,
um sistema linear trivial cuja soluc¸a˜o determina as constantes que faltavam,
α = −36/7 = −β . (4.13)
Basta agora o escalar de Ricci,










√−g Leff + SB , (4.15)
onde a Lagrangeana efetiva e´ dada por
κ2
√−gLeff(A, f, A˙, f˙) = −6A˙2/f + µL4 65f−5e−12AA˙6 , (4.16)



























A auseˆncia de contribuic¸a˜o dos termos quadra´ticos na Lagrangeana efetiva (que
na˜o depende de λ) se explica: com γ = 1/3 o termo quadra´tico na ac¸a˜o e´ simples-
mente o invariante de Gauss-Bonnet (4.2), escrito para um espac¸o conformemente
plano. Sendo um invariante topolo´gico, este termo na˜o contribui para as equac¸o˜es
de movimento, como explicitado no §4.1.
Sobre a escala introduzida em gravitac¸o˜es de alta curvatura.
A necessidade de se ter acoplamentos gravitacionais com dimensa˜o e´ uma carac-
ter´ıstica de toda teoria de alta curvatura, consequeˆncia simples do fato de que
o tensor de Riemann possui dimensa˜o [comprimento]−2. Portanto, cada termo
de n-e´sima poteˆncia da curvatura que se adiciona a`c¸a˜o de Einstein-Hilbert deve
ser multiplicado por um nu´mero com dimensa˜o [comprimento]2n−2 para possuir
a mesma dimensa˜o de [comprimento]−2 do escalar de Ricci.
No´s fatoramos esta dimensionalidade dos acoplamentos quadra´tico e cu´bico
em uma u´nica escala, que denotamos L. A escolha de L define uma escala fun-
damental, a aparecer explicitamente na ac¸a˜o gravitacional. Uma escolha natural




Em teorias que oferecem va´rios va´cuos com constantes cosmolo´gicas diferentes,1
todavia, a escolha acima na˜o e´ bem definida, sendo necessa´rio crite´rios comple-
mentares para que se escolha qual das mu´ltiplas constantes cosmolo´gicas definira´
a escala fundamental L.
Um outro ponto de vista vem da interpretac¸a˜o das correc¸o˜es de alta curvatura
como efeitos quaˆnticos sobre a ac¸a˜o de Einstein-Hilbert. Neste vie´s, pode-se
argumentar que a escolha mais natural para L e´ a escala de Planck:
L = lPl . (4.19)
E´ interessante ressaltar a diferenc¸a entre as escolhas (4.18) e (4.19) e´ bastante
considera´vel de 61 ordens de grandeza caso se associe a` constante cosmolo´gico o
valor observado, Λ ∼ 10−122l−2Pl .
Os efeitos dos termos de alta curvatura sa˜o controlados pelos valores de seus
acoplamentos. Se um certo efeito do termo cu´bico, digamos, e´ esperado apenas em
escalas de energia altas, e na˜o pode ocorrer em escalas de energia correspondendo
ao Universo atual, isto po˜e uma restric¸a˜o sobre o valor de µL4. Desta forma,
a diferenc¸a entre as escolhas de L tem consequeˆncias fenomenolo´gicas; ao se
aumentar seu valor, os efeitos dos termos de alta curvatura se fazem sentir em
escalas de comprimento maiores — ou em menores escalas de energia. Mas uma
1Como ocorre, por exemplo, nas cosmologias obtidas de um superpotencial polinomial no
Cap´ıtulo 5.
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vez que sa˜o as combinac¸o˜es λL2 e µL4 que controlam estes efeitos, a diferenc¸a de
escolha de L pode ser absorvida nos fatores adimensionais λ e µ.
Assim, as restric¸o˜es fenomenolo´gicas que mais adiante vamos impor sobre λ e
µ va˜o depender da escolha espec´ıfica que fizermos para L — e podem, entretanto,
ser facilmente “traduzidas” para qualquer outra escolha, digamos L˜:
λ1 < λ < λ2 ⇐⇒ (L/L˜)2λ1 < λ < (L/L˜)2λ2 (4.20a)
µ1 < µ < µ2 ⇐⇒ (L/L˜)4µ1 < µ < (L/L˜)4µ2 . (4.20b)
4.3 As equac¸o˜es de campo da GQT
A partir da Lagrangeana efetiva, podemos determinar as equac¸o˜es de campo para
a Gravitac¸a˜o Quase-Topolo´gica acoplada com uma dada Lagrangeana de mate´ria.
Suponha que a Lagrangena de mate´ria que se acopla a Leff seja da forma
Lmat(A, f, ψk, A˙, f˙ , ψ˙k) , (4.21)
onde ψk(t) e´ uma colec¸a˜o de campos escalares. A ac¸a˜o (4.15) pode ser encarada
como um sistema cla´ssico com coordenadas generalizadas A(t) e f(t), que sa˜o,
efetivamente, os graus de liberdade da me´trica (4.8) que tomamos como ansatz.
O procedimento geral de se variar a ac¸a˜o com repeito a δgµν , que leva a`s equac¸o˜es
gerais (4.4), e´ aqui equivalente a variar Leff com respeito as estas coordenadas, o





[√−g (Leff + Lmat)] = ∂
∂q
[√−g (Leff + Lmat)]
sendo q(t) = A(t), f(t), ψk(t). Apo´s obtermos as k + 2 equac¸o˜es de movimento,
fixamos a func¸a˜o ‘lapso’ no calibre usual do tempo co´smico, que deixa (4.8) na
forma (2.10), viz.
f(t) = e−3A(t) .
Ressaltamos a importaˆncia de se fazer esta escolha somente apo´s a obtenc¸a˜o de
todas as equac¸o˜es do movimento, assegurando que todos os graus de liberdade da
me´trica sejam levados em conta.
Vamos nos interessar, no que segue, em dois tipos de mate´ria: um campo
escalar auto-interagente e um fluido perfeito.
4.3.1 O campo escalar
Em primeiro lugar, consideramos um campo escalar com Lagrangeana dada por
(2.50). Para a me´trica (4.8), temos
√−gLmat = 12 σ˙2(t)/f(t)− f(t) e6A(t)V (σ) , (4.22)
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e as treˆs equac¸o˜es de movimento, apo´s fixado f(t), ficam dadas por












No limite em que µ = 0, recuperamos as Eqs.(2.51) e (2.52), como era de se
esperar. Repare que a primeira das equac¸o˜es corresponde a` coordenada σ(t), que
so´ aparece em Lmat; por isso e´ ideˆntica a` equac¸a˜o correspondente na gravitac¸a˜o
EH.
4.3.2 Um fluido perfeito
De posse das equac¸o˜es para um campo escalar em GQT, podemos usar os re-
sultados do §2.4.1 para determinar as equac¸o˜es de Friedmann modificadas pelos
termos cu´bicos. Com a mesma transformac¸a˜o (2.53),
%0 ≡ 12 σ˙2 + V (σ) ; p0 ≡ 12 σ˙2 − V (σ) , (4.25)




2 (1− µL4H4) , (4.26a)
κ2
4
(%0 + p0) = −H˙ (1− 3µL4H4) . (4.26b)
No limite em que µ = 0, recuperamos naturalmente as Eqs.(2.24a), (2.24b).
Apesar do me´todo um tanto quanto indireto apresentado para a derivac¸a˜o das
Eqs.(4.26), elas ainda assim sa˜o componentes das equac¸o˜es de Einstein modifi-
cadas, obtidas ao se variar a ac¸a˜o (4.7) com respeito a` me´trica. Podemos inter-
preta´-las da seguinte forma. Se tratamos os termos provenientes das contribuic¸o˜es
cu´bicas como uma correc¸a˜o da mate´ria, deixando o lado esquerdo (geome´trico)









como consequeˆncia das identidades de Bianchi, ∇µGµν = 0, e da conservac¸a˜o do
tensor de mate´ria pura, ∇µ T (0)µν = 0, segue que tambe´m se conserva o “tensor de
mate´ria gravitacional”, i.e. ∇µ T (GQT)µν = 0. Ou seja, o tensor efetivo
T˜µν ≡ T (0)µν + T (GQT)µν (4.27)
se conserva, ∇µ T˜µν = 0, e obedece as equac¸o˜es de Einstein usuais. Com isso, po-
demos definir uma densidade de energia efetiva, assim como uma pressa˜o efetiva,
componentes do tensor T˜µν , que obedecem a equac¸a˜o da continuidade,
%˙+ 3H(p+ %) = 0 , (4.28)
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e cuja evoluc¸a˜o e´ dada pelas equac¸o˜es usuais da gravitac¸a˜o EH:
κ2 % = 6H2, κ2(%+ p) = −4H˙ . (4.29)
Observac¸o˜es cosmolo´gicas, sendo baseadas em H(t) e utilizando a gravitac¸a˜o
EH como base, devem enxergar como densidade do “fluido co´smico” na˜o %0 —
correspondente a` mate´ria ‘pura’ — mas sim %eff , uma vez que e´ esta que se
relaciona da maneira adequada com a func¸a˜o de Hubble. Em todo caso, ambas








4.3.3 Espac¸os assintoticamente de Sitter
Espac¸os assintoticamente de Sitter sa˜o descritos por Lagrangeanas de mate´ria
que tendem a uma constante cosmolo´gica no futuro (ou passado) remoto:
Lmat → 2Λ0 . (4.31)
O campo escalar.
Para a Lagrangeana do campo escalar, isto equivale a dizer que V (σ) tende a
uma constante; logo o pro´prio campo σ deve tender a uma constante, digamos
σ = σ∗. Neste caso, as condic¸o˜es σ˙ = 0 e σ¨ = 0 implicam em V ′(σ∗) = 0, a partir
da primeira das Eqs.(4.23). Portanto, os extremos do potencial de mate´ria sa˜o
configurac¸o˜es de simetria ma´xima, correspondendo a espac¸os de de Sitter com




V (σ∗) . (4.32)
Vamos nos referir a isto como ‘configurac¸o˜es de va´cuo’ do campo escalar.
Pelo que discutimos na sec¸a˜o anterior, na˜o e´ (4.32) a constante cosmolo´gica
observa´vel, mas sim aquela ligada ao valor H∗ = A˙∗, constante, que func¸a˜o de
Hubble assume no va´cuo. A segunda das Eqs.(4.23) nos mostra que esta ‘cons-
tante cosmolo´gica efetiva’ Λ∗ = 3H2∗ se relaciona com (4.32) — que passaremos








A primeira vista, isto pode sugerir a possibilidade de se ter uma constante cos-
molo´gica nua negativa na ac¸a˜o, o que corresponderia a um espac¸o anti-de Sitter,
e todavia o espac¸o-tempo observado ser de Sitter, com Λeff positiva. Veremos




Para a Lagrangeana do fluido perfeito, isto equivale a dizer que a densidade de





Assim como ocorre para o campo escalar, sendo %eff a densidade de energia de fato
observa´vel, a constante cosmolo´gica observa´vel e´ Λeff =
κ2
2
%eff , que se relaciona
com (4.34) pela mesma relac¸a˜o dada na Eq.(4.33), como se pode ver da Eq.(4.30).
4.4 Entropia na Gravitac¸a˜o Quase-Topolo´gica
Em teorias de gravitac¸a˜o com Lagrangeanas gerais do tipo (4.3), tambe´m e´
poss´ıvel formular uma termodinaˆmica para os horizontes. Entretanto, na˜o vale
mais a fo´rmula de Bekenstein-Hawking (3.25). Um me´todo devido a Wald (1993,
1994) permite identificar a entropia do horizonte como uma carga de Noether.
Apresantamos uma versa˜o menos rigorosa deste me´todo (cf. Padmanabhan (2010)).
4.4.1 A Fo´rmula de Wald
Considere uma teoria de gravitac¸a˜o cuja Lagrangeana e´ da forma (4.3). Para ser
compat´ıvel com a Relatividade Geral, e´ necessa´rio que L(gαβ, Rαβµν ) seja invariante
sob difeomorfismos xµ → xµ + ξµ, de forma que
δgµν = ∇µξν +∇νξµ , (4.35)
δ(
√−gL) = −√−g∇µ(ξµL) . (4.36)
Por outro lado, segundo a Eq.(C.16), quando usamos (4.35), lembrando que Gµν
e´ sime´trico,
δ(
√−gL) = 2Gµν ∇µξν +∇µ δvµ , (4.37)
onde δvµ e´ dado por (C.14). Assim, subtraindo (4.37) e (4.36), e usando a iden-
tidade de Bianchi ∇µGµν = 0, obtemos uma quantidade conservada,
√−g∇µJµ = 0 , (4.38a)
Jµ = 2Gµν ξν + L ξ
µ + δvµ = 0 . (4.38b)
Com alguma manipulac¸a˜o alge´brica (cf. Eqs.(C.24), (C.25)), podemos escrever
Jµ = −2∇ν(P µανβ + P µβνα)∇αξβ + 2P µανβ∇α∇νξβ − 4ξβ∇α∇νP µανβ,(4.39a)
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e definir o tensor antisime´trico Jµν tal que Jµ = ∇νJµν :
Jµν = 2P µναβ∇αξβ − 4ξβ∇αP µναβ . (4.39b)
O vetor de divergeˆncia nula (4.39a) e´ chamado de ‘corrente de Noether ’, enquanto
o tensor antisime´trico (4.39b) e´ chamado de ‘potencial de Noether ’.
Chamamos atenc¸a˜o para o fato de que estamos desconsiderando a contribuic¸a˜o
de mate´ria, que e´ de fato nula nas soluc¸o˜es, in vacuo, de buracos negros. Mas
em espac¸os cosmolo´gicos, por exemplo, isto na˜o e´ mais verdade. Nestes casos em
que mate´ria esta´ presente, o resultado da variac¸a˜o da ac¸a˜o completa inclui T µν ,
que pode ser incorporado na corrente de Noether, uma vez que este se conserva:
∇µT µν = 0. Isto equivale a substituir Gµν , em (4.38b) por
Eµν = Gµν − 1
2
T µν . (4.40)
Deve-se reparar que as fo´rmulas (4.39) na˜o sa˜o mais va´lidas neste caso.
A carga de Noether.









onde N e´ uma hipersuperf´ıcie espacial com borda ∂N = B, como descrito no
§3.2.2. A existeˆncia do potencial Jµν enta˜o permite que se utilize o teorema de
Gauss mais uma vez para se obter a integral sobre B apresentada na segunda
igualdade acima. Aqui, dσµ trata-se do elemento de intergac¸a˜o do espac¸o tridi-
mensionalN , enquanto dσµν e´ o elemento de a´rea binormal a` 2-superf´ıcie espacial
B.
Horizontes de Killing e a Entropia de Wald.
Quando ξ e´ um vetor de Killing, podemos tomarB como a 2-esfera de bifurcac¸a˜o
de seu horizonte. Como discutido no Apeˆndice B (cf. Eq.(B.3)), o espac¸o bidi-
mensional ortogonal ao horizonte tem como base o vetor (nulo) de Killing e um
segundo vetor nulo lµ tal que ξµl
µ = −1. Assim, o elemento de volume em










γ d2x , (4.42)
onde γ e´ o determinante da me´trica (Riemanniana) sobre a esfera B, coberta por
coordenadas {xi}, i = 2, 3. Por ser B uma esfera de bifurcac¸a˜o, ξ|B = 0 e na
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∇αξβ l[µξν]√γ d2x . (4.43)









∇[µξν] l[µξν]√γ d2x .
Agora, l[µξν]∇[µξν] = 4lµξν∇µξν = −4lµξν∇νξµ = −4κ lµξµ = 2κ. Portanto,








γ d2x = κA/8pi . (4.44)
Ou seja, fazendo as identificac¸o˜es (3.25), a entropia de Bekenstein-Hawking do
horizonte de eventos e´ dada pela fo´rmula de Wald, com
S = 2piQNW/κ . (4.45)
Como κ e´ constante sobre o horizonte de Killing, a variac¸a˜o da carga de Noether-
Wald e´ simplesmente TdS. Mas ale´m de ser va´lida no caso EH, a fo´rmula (4.43)
pode ser evidentemente aplicada para qualquer teoria cuja Lagrangeana e´ do tipo
(4.3) — em particular as teorias de Lovelock, com Lagrangeanas do tipo (4.1) —
e, como demonstrado por Wald (1993, 1994), ela de fato recupera o lado direito
da relac¸a˜o termodinaˆmica (3.24).
Entropia de Wald e o vetor de Kodama.
Consideremos agora que os difeomorfismos ξµ sejam dados pelo vetor de Kodama,
kµ. A fo´rmula (4.43) foi obtida utilizando o fato de que o segundo termo do lado
direito da Eq.(4.39b) se anula sobre o horizonte (bifurcado) de Killing em qualquer
teoria de gravitac¸a˜o. Apesar de o vetor de Kodama na˜o se anular sobre o horizonte
aparente, em teorias de Lovelock o mesmo termo se anula porque ∇µP µναβ = 0,
como mostrado no §4.1. Na gravitac¸a˜o de Einstein-Hilbert podemos enta˜o utilizar




O vetor normal ao horizonte aparente e´ o pro´prio vetor de Kodama, que e´ um
vetor nulo. Assim, vale mais uma vez a construc¸a˜o do Apeˆndice B, e o elemento









onde lµ e´ um vetor nulo tal que lµk






∇[µkν] l[µkν]√γ d2x .
O integrando se avalia com a ajuda da Eq.(3.30a):
∇[µkν] l[µkν] = 2lµkν ∇[µkν] = 4lµkν ∇[νkµ] = −4κlµkµ = 4κ .
Como discutido no §3.2.1, a gravidade superficial κ, dada pela Eq.(3.31), e´ cons-








γ d2x = κA/8pi , (4.47)
onde A e´ a a´rea do horizonte aparente. Conclui-se que vale a mesma prescric¸a˜o
(3.25), com a entropia de Bekenstein-Hawking sendo associada a` a´rea do horizonte
aparente, que possui gravidade superficial κ dada pela Eq.(3.30b). Este resultado
foi obtido por Hayward (1999).
4.4.2 Entropia de Wald para universos FRW
Desejamos determinar a entropia do horizonte aparente na Gravitac¸a˜o Quase-
Topolo´gica. Uma expressa˜o expl´ıcita para P µναβ pode ser obtida diretamente
da ac¸a˜o (4.7) com os coeficientes determinados no §4.2, e depois se pode utilizar
as fo´rmulas (4.41) para encontrar QNW utilizando-se o vetor de Kodama como
gerador dos difeomorfismos.
Vamos adotar um atalho, analizando o caso do espac¸o de deSitter, em que
os difeomorfismos sa˜o isometrias (i.e. o vetor de Kodama coincide com o vetor
de Killing). Da Eq.(C.14) se veˆ enta˜o que δvµ = 0, simplificando a corrente de
Noether (4.38b):
Jµ = 2Eµν ξν + L ξ
µ. (4.48)
Repare que estamos incluindo na corrente de Noether o tensor de energia mo-
mento, e utilizando portanto a Eq.(4.40).
Escolhemos a fronteira da regia˜o N como uma hipersuperf´ıcie ortogonal a
ξ, mas ligeiramente afastada do horizonte, de modo que ξ na˜o seja ali um vetor
















Quando se faz valer as equac¸o˜es de movimento, o primeiro termo dentro de col-






Por continuidade, podemos estender esta relac¸a˜o ate´ sobre o horizonte.
A ac¸a˜o Quase-Topolo´gica como uma derivada total.
A Lagrangeana efetiva total — com a contribuic¸a˜o de (4.22) e (4.16), fixado
f(t) = e−3A(t) e quando se assumem va´lidas as equac¸o˜es de movimento (4.23) e
(4.24), forma uma derivada total:
κ2





















Assim, a ac¸a˜o (4.15) se torna, ela toda, tambe´m uma derivada total ao se incluir











1− 2λL2H2 + 3µL4H4)] . (4.51)
Uma fo´rmula para a entropia do horizonte aparente.
Com as Eqs.(4.49) e (4.51), podemos obter facilmente uma fo´rmula para a entro-











1− 2λL2H2 + 3µL4H4)] .
O integrando na˜o depende das coordenadas espaciais, e por isso a integrac¸a˜o
resulta apenas em um fator multiplicativo igual ao volume da regia˜o sobre a qual
se integra. A fornteira desta regia˜o sera´ tomada como o horizonte do espac¸o de




2 (1− 2λL2H2 + 3µL4H4) .
onde V = 4
3






−1 (1− 2λL2H2 + 3µL4H4) . (4.52)
1De maneira um tanto quanto infeliz, utilizamos a mesma notac¸a˜o para a entropia e para a
ac¸a˜o. Esperamos que a distinc¸a˜o entre ambas fique clara pelo contexto.
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A interpretac¸a˜o termodinaˆmica da carga de Noether-Wald, Eq.(4.45), determina






(1− 2λL2H2 + 3µL4H4) , (4.53)
onde usamos a gravidade superficial do horizonte de deSitter dada pela Eq.(3.13).
Vai nos interessar no restante desta dissertac¸a˜o o caso de espac¸os que na˜o sa˜o
exatamente deSitter, mas sim assintoticamente deSitter. Isto e´, espac¸os FRW
para os quais o fator de escala a(t) se comporta exponencialmente no limite
t → ∞ — e, em certos casos, tambe´m para t → −∞. Tais espac¸os surgem
como uma classe de soluc¸o˜es anal´ıticas das equac¸o˜es de Friedmann modificadas
(cf. Cap´ıtulo 5), e incluem o nosso Universo observado, cuja expansa˜o tardia se
encontra dominada pela constante cosmolo´gica (cf. Cap´ıtulo 6).
Em geral, Universos deste tipo na˜o possuem horizontes de eventos, como
discutido no §3.1.2, mas sempre possuem um horizonte aparente com raio igual a`
escala de Hubble (cf. §3.1.3), ao qual vamos associar um cara´ter termodinaˆmico.
Fora do espac¸o de deSitter, na˜o podemos garantir que o termo δvµ na Eq.(4.38b)
se anule sobre o horizonte aparente; a corrente de Noether na˜o fica enta˜o sim-
plificada como em (4.48), e deve-se considerar a poss´ıvel existeˆncia de um termo







(1− 2λL2H2 + 3µL4H4) + ς(t)} . (4.54)
Repare que agora s(t) e´ uma func¸a˜o do tempo, que muda a` medida que o horizonte
aparente evolui junto com a func¸a˜o de Hubble H(t). Vamos a seguir mostrar que
em espac¸os assintoticamente deSitter a func¸a˜o ς(t) deve ser constante e nula para
que s(t) possua uma interpretac¸a˜o consistente como a entropia do horizonte.
4.4.3 As equac¸o˜es de Friedmann modificadas como relac¸o˜es
termodinaˆmicas
Assim como as equac¸o˜es de Friedmann da gravitac¸a˜o EH foram derivadas no
§3.2.4 usando a relac¸a˜o termodinaˆmica dQ = T ds, tambe´m se pode fazer o
mesmo com relac¸a˜o a`s equac¸o˜es de Friedmann modifcadas (4.26).
Considerando o universo preenchido por um fluido perfeito, vamos mais uma
vez tomar o interior do horizonte aparente como um sistema termodinaˆmico em
equil´ıbrio, cujo balanc¸o de energia e´ dado pela primeira lei unificada (3.47). A
variac¸a˜o da energia interna dE = −dQ depende exclusivamente do tensor de
energia-momento, e e´ dada pela Eq.(3.50). A temperatura do horizonte aparente
e´ um objeto puramente geome´trico, dado pela Eq.(3.51). Pore´m a entropia na˜o
e´ mais dada pela fo´rmula de Bekenstein-Hawking, mas sim modificada de acordo
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com a Eq.(4.53). Em unidades geometrizadas,
s(t) = pi
(
r˜2ap − 2λL2 + 3µL4 r˜−2ap
)
+ pi ς(t) (4.55)








−(1− 3µL4H4)H˙/H2 +H ς˙/2
}
dt ; (4.56)
juntando a Eq.(4.56) a` Eq.(3.50) na relac¸a˜o termodinaˆmica dQ = T ds, temos
4pi(p+ %) = −H˙(1− 3µL4H4) +H3 ς˙/2 . (4.57)
Obtemos assim a equac¸a˜o de Friedmann modificada (4.26b), desde que ς˙ = 0, o
que somos enta˜o levados a impor. Com isto, fixamos ς = constante. Como no
limite em que t→∞, em um espac¸o de deSitter, a func¸a˜o s(t) deve se igualar a`
expressa˜o em (4.53), segue que ς = 0. Portanto, conclui-se:
E´ a func¸a˜o s(t) dada pela Eq.(4.53), com H = H(t), quem possui interpretac¸a˜o
de entropia dos horizontes aparente nos espac¸os assintoticamente deSitter.
Utilizando a equac¸a˜o da conservac¸a˜o da energia ∇µT µ0 = 0 para substituir






H(1− 3µL4H4)H H˙ dt ,
que da´ a equac¸a˜o (4.26a), acrescida de uma constante de integrac¸a˜o que e´ sim-
plesmente a constante cosmolo´gica:
8pi
3
%+ Λ/3 = H2(1− µL4H4) .
O fato de se obter as equac¸o˜es de campo da QTG desta maneira nos ensina
duas coisas. A primeira e´ que (4.53) e´ de fato a fo´rmula correta para a entropia do
horizonte aparente na cosmologia modificada. Devemos comentar que a imposic¸a˜o
de que se tenha ς˙ = 0 para a deduc¸a˜o das equac¸o˜es de Friedmann pode parecer
um tanto quanto forc¸ada; pore´m o que permite a associac¸a˜o do nome ‘entropia’
a` carga de Noether-Wald em espac¸os esta´ticos e´ a existeˆncia de uma relac¸a˜o de
Clausius entre objetos geome´tricos, ou “grandezas gravitacionais”. Nos espac¸os
dinaˆmicos que descrevemos, a recuperac¸a˜o da relac¸a˜o de Clausius utilizando a
func¸a˜o s(t) — com ς˙ = 0 — nos permite fazer a mesma identificac¸a˜o entre esta
func¸a˜o e a ‘entropia’ do horizonte aparente.
A segunda lic¸a˜o, mais sutil, e´ a seguinte: a equac¸a˜o (3.50) e´ uma consequeˆncia
das equac¸o˜es de Einstein usuais, da gravitac¸a˜o de Einstein-Hilbert; e e´ somente
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atrave´s deste fato que se introduz dinaˆmica na deduc¸a˜o que acabamos de fazer.
Portanto, sob esta o´tica, podemos encarar a gravitac¸a˜o quase-topolo´gica como
sendo uma correc¸a˜o na˜o das equac¸o˜es de Einstein em si, mas sim da entropia do
horizonte aparente, que deixa de ser dada pela fo´rmula de Bekenstein-Hawking
para ser corrigida como em (4.53).
4.5 Restric¸o˜es entro´picas
A principal consequeˆncia da existeˆncia da fo´rmula (4.53) para a densidade de
entropia e´ que os termos de alta curvatura da ac¸a˜o impo˜em certas restric¸o˜es
sobre a geometria do espac¸o-tempo.
Condic¸o˜es para uma entropia na˜o descrescente.
A primeira restric¸a˜o vem do fato de que a entropia na˜o pode ser uma func¸a˜o
decrescente do tempo, i.e. s˙(t) ≥ 0. Derivando a Eq.(4.53) e usando as equac¸o˜es
de Friedmann modificadas (4.26), obtemos











Portanto em um universo em expansa˜o, que tem portanto H > 0, a densidade
de entropia e´ uma func¸a˜o na˜o-decrescente se o tensor de energia-momento que
compo˜e a Lagrangeana de mate´ria satisfizer a condic¸a˜o fraca de energia:
%0 ≥ 0 ; p0 + %0 ≥ 0 . (4.59)
Repare que em termos do campo escalar, a condic¸a˜o acima significa apenas que
σ˙2(t) ≥ 0 (cf. Eq.(4.25)).
Positividade da entropia.
Ale´m de ser na˜o decrescente, a entropia do horizonte aparente deve ser sempre po-

















O lado direito desta equac¸a˜o na˜o e´ positivo para qualquer valor de %. Supondo






L4µ %2 ≥ 0 .














Se µ < 0, a para´bola possui concavidade voltada para baixo, e a desigualdade
e´ va´lida no intervalo entre as ra´ızes (4.61). Independentemente do sinal de λ,
%± sempre possuem sinais opostos. Uma vez que consideramos apenas valores
positivos da densidade de energia (e ale´m disso, s(%) diverge se %→ 0), a entropia
e´ positiva apenas no intervalo entre zero e a ra´ız positiva.
Se µ > 0, nem sempre as soluc¸o˜es (4.61) sa˜o reais. Caso elas o sejam, i.e.
0 < 3µ/λ2 < 1, a entropia sera´ positiva nos intervalos “exteriores” a`s ra´ızes, e.g.
−∞ < % < %− ou %+ < % <∞ se %− < %+. Caso 3µ/λ2 > 1, a entropia e´ positiva
para qualquer valor de %.
Condic¸o˜es de energia para o fluido efetivo.
Uma u´ltima restric¸a˜o sobre a geometria do espac¸o e´ consequeˆncia da requisic¸a˜o de
que, ale´m do fluido de mate´ria pura, tambe´m o fluido efetivo satisfac¸a a condic¸a˜o
fraca de energia:
% ≥ 0 ; %+ p ≥ 0 . (4.62)
Neste caso, a func¸a˜o
C0 ≡ (p+ %)/(p0 + %0) ,
deve ser sempre positiva. Pore´m isto na˜o acontece para todo valor de %; de fato
se µ > 0,
C0 = 1− κ412L4µ %2 = 1− 3L4µH4 (4.63)
so´ na˜o e´ negativa para (assumindo % > 0) 0 < % ≤ 2κ2L2
√
3/µ.
Densidades ma´ximas de energia.
O conjunto das restric¸o˜es acima fornecem o intervalo de poss´ıveis valores para a
densidade efetiva do universo. Note que a condic¸a˜o C0(%) = 0 e´ equivalente a`
condic¸a˜o ∂s(%)/∂% = 0. Portanto, quando µ > 0, a func¸a˜o fica negativa entre as
ra´ızes %±, e apenas o intervalo entre zero e a menor ra´ız (4.61) satisfaz todas as
condic¸o˜es. Em resumo, temos (ver Fig.4.5):
Se −∞ < µ < λ2/3, enta˜o 0 ≤ % ≤ %GQT, com
%GQT ≡ 2κ2L2 1µ
(
λ−√λ2 − 3µ) . (4.64)








Quando λ = 0, a entropia e´ sempre positiva para µ > 0, mas C0(%) se torna
negativa. Ja´ quando µ < 0, C0(%) nunca se torna negativa, pore´m a entropia sim.





Note, entretanto, que devemos tomar o mo´dulo de µ no segundo caso.
Gravitac¸a˜o de Gauss-Bonnet.
Quando µ = 0, temos sempre C0 = 1 e, como ja´ foi observado, a dinaˆmica e´
ideˆntica a` da gravitac¸a˜o EH. Pore´m a entropia recebe sim uma contribuic¸a˜o do







Mais ainda, se λ > 0, a entropia eventualmente se torna negativa, e impo˜e uma
densidade ma´xima de energia:
0 ≤ %eff ≤ %GB ; %GB ≡ 3κ2L2λ . (4.66)















Figura 4.1: Densidade de entropia s(%) (linha solida) e C0(%) (linha pontilhada).
(a) µ < 0 ; (b) 0 < µ < λ2/3 ; (c) λ2/3 < µ.
4.5.1 Sobre a natureza dos cortes entro´picos
Em um universo singular, e´ inevita´vel que as restric¸o˜es acima sejam violadas
a` medida que a densidade de energia diverge. Se assumirmos a validade da
entropia do horizonte aparente, estas regio˜es na˜o podem ser consideradas f´ısicas.
Ou seja: nesta faixa de energias que violam as restric¸o˜es entro´picas, as soluc¸o˜es
cosmolo´gicas na˜o correspondem a uma descric¸a˜o da natureza.
Pode parecer a` primeira vista estranho que “cortemos” desta maneira uma
parte do espac¸o-tempo. Mas vale lembrar que estes espac¸os ja´ sa˜o naturalmente
incompletos, pois lhes “falta” o ponto onde se encontra a singularidade. Ale´m
disso, mesmo na gravitac¸a˜o EH, existe um limite ma´ximo de energia, dado por %Pl,
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acima do qual se acredita ser imposs´ıvel descrever classicamente o espac¸o-tempo.
As restric¸o˜es da gravitac¸a˜o quase-topolo´gica so´ veˆm a confirmar esta hipo´tese.
Por fim, ressaltamos que a correc¸a˜o de Gauss-Bonnet e´ efetivamente pre-
vista ao se adicionar campos quaˆnticos ao espac¸o-tempo cla´ssico. O fato de esta
correc¸a˜o, sozinha, prever uma restric¸a˜o entro´pica, e´ portanto bastante significa-
tivo.1
Valores f´ısicos de λ e µ.
Devemos todavia cuidar para que as restric¸o˜es entro´picas do horizonte aparente
na˜o ocorram para densidades de energia ta˜o pequenas “censurem” regio˜es que
sabemos ser f´ısicas. Digamos que %S, com S = GB, GQT, esteja em uma faixa
10−m× %Pl . %S . %Pl. Isto impo˜es restric¸o˜es sobre os poss´ıveis valores de λ e µ.
De fato, encarando (4.64) como uma relac¸a˜o entre λ e µ, supondo %GQT dado
(e dentro da faixa desejada), ficamos com um conjunto de retas no espac¸o do


















O conjunto de retas se encontra desenhado na Fig.4.2: A reta vermelha corres-
ponde a %GQT = 10
−m × %Pl, a reta azul a %GQT = %Pl, as linhas pontilhadas cor-
respondem a 10−m × %Pl < %GQT < %Pl, e as retas pretas cont´ınuas a %GQT > %Pl.
Repare que para cada valor de %GQT podemos escolher infinitos pares (µ, λ), cor-
H3 4L´ HlPl LL2´10m
H3 4L´ HlPl  LL2
Μ
Λ
Figura 4.2: Representac¸a˜o geome´trica no espac¸o µ-λ da Eq.(4.67).
respondendo a uma das retas. O espac¸o em branco da regia˜o em que µ > 0
1 Apesar disso, existe um (u´nico) caso em que na˜o ha´ restric¸a˜o alguma — fora, e´ claro,
a gravitac¸a˜o EH —, a saber: Gauss-Bonnet com λ < 0. Se acreditarmos que as restric¸o˜es
de entropia na˜o sa˜o f´ısicas, isto implica que dos casos aqui considerados apenas este u´ltimo e´
razoa´vel. Na˜o vamos adotar este ponto de vista. Ao contra´rio, vamos levar ate´ onde pudermos
as consequeˆncias das restric¸o˜es entro´picas.
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corresponde aos pares (µ, λ) para os quais µ > λ2/3 e a restric¸a˜o e´ dada por
(4.65). Neste caso, um dado valor de %GQT fixa univocamente o valor de µ, e
deixa arbitra´rio o valor de λ.
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Cap´ıtulo 5
Superpotencial e o Universo
Inflaciona´rio
5.1 Superpotencial em Gravitac¸a˜o Quase-Topolo´gica
O me´todo descrito no §2.4.2 pode ser generalizado para GQT, e se torna em
uma ferramenta extremamente u´til para a determinac¸a˜o de soluc¸o˜es anal´ıticas
das equac¸o˜es de campo.
5.1.1 Sistema de primeira ordem
Seguindo a mesma filosofia do §2.4.2, e supondo a existeˆncia do superpotencial,
a Eq.(4.24) fornece o sistema de primeira ordem







; H(σ) = −κ
2
W (σ) , (5.1)
com a seguinte fo´rmula para o potencial de mate´ria:















Note que as equac¸o˜es acima se reduzem a`s Eqs.(2.55) e (2.52) no limite µ = 0.
5.1.2 Va´cuos
Nosso principal interesse no restante desta dissertac¸a˜o sera´ em espac¸os assin-
toticamente de Sitter, introduzidos no §4.3.3. Quando assumimos o sistema de
primeira ordem, a condic¸a˜o de va´cuo σ˙ = 0 implica que o lado direito da primeira
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das Eqs.(5.1) deve ser zero, portanto ha´ duas opc¸o˜es:
ou W ′(σ) = 0 , (5.3)
ou C0(σ) = 0 , C0(σ) = 1− 3κ
4
16
L4µW 4(σ) . (5.4)
Vamos denominar os va´cuos do tipo (5.3), extremos do superpotencial, de va´cuos
‘f´ısicos’, e geralmente usaremos uma letra romana para identifica´-los, e.g. σk; os
va´cuos do tipo (5.4), caracter´ısticos de GQT, sera˜o ditos ‘topolo´gicos’, e sera˜o de-
notados por σtop. Fica claro que va´cuos topolo´gicos sa˜o poss´ıveis apenas quando
µ > 0. Caso contra´rio, sa˜o compat´ıveis com o sistema de primeira ordem ape-
nas os va´cuos f´ısicos. Vimos no §4.3.3 que va´cuos sa˜o extremos do potencial
de mate´ria, uma consequeˆncia da primeira das Eqs.(4.23) — ideˆntica em EH e
em GQT, sendo obtida diretamente da Lagrangeana de mate´ria. Entretanto, se
derivarmos a Eq.(5.2), obtemos como resultado, avaliado sobre um va´cuo σ∗,




F(σ) = 2W ′′(σ)C0(σ)− 32κ2W (σ)− 6κ4L4µ [W ′(σ)]2W 3(σ) .
Portanto as soluc¸o˜es de (5.3) e (5.4) na˜o esgotam, em geral, todos os va´cuos do
potencial de mate´ria; restam aqueles para os quais F(σ∗) = 0. Estes va´cuos asso-
ciados a` func¸a˜o F(σ) na˜o podem ser descritos pelo sistema de primeira ordem, e
ha´ argumentos de que eles na˜o sa˜o esta´veis (cf. Townsend (1999)). A partir da-
qui, eles sera˜o ignorados, mas antes se faz va´lido um esclarecimento a respeito de
sua existeˆncia ou, em outras palavras, do motivo de o sistema de primeira ordem
na˜o exaurir todos os va´cuos poss´ıveis. Ocorre que, ao assumirmos a existeˆncia do
superpotencial e passarmos da Eq.(4.24) para a primeira das Eqs.(5.1), ha´ uma
equac¸a˜o intermedia´ria:








O sistema de primeira ordem e´ obtido sob a hipo´tese de que σ˙ 6= 0, o que permite
a simplificac¸a˜o da equac¸a˜o acima. Mas quando σ˙ = 0, ou seja, em um va´cuo,
esta equac¸a˜o e´ va´lida, independentemente da anulac¸a˜o do termos (5.3) ou (5.4),
e em particular e´ va´lida nos zeros de F(σ), que sa˜o assim “perdidos” apo´s a
simplificac¸a˜o que leva a` Eq.(5.1).
Constantes cosmolo´gicas.
Sabemos que as configurac¸o˜es de va´cuo descrevem espac¸os-tempo de Sitter, em
que a func¸a˜o de Hubble e´ constante. Ela, assim como a constante cosmolo´gica,
fica determinada pelo valor do superpotencial:








Uma vez que desejamos descrever espac¸os assintoticamente de Sitter, devemos
assumir que W (σ∗) < 0. Mais ainda, no que segue, nosso interesse sera´ em
universos que sempre se expandem, e portanto H(t) > 0 na˜o muda nunca de
sinal. Neste caso, o superpotencial e´ uma func¸a˜o sempre negativa, W (σ) < 0.
O valor da constante cosmolo´gica em um va´cuo f´ısico depende da escolha
do superpotencial e de seus paraˆmteros, isto e´: depende da escolha da mate´ria.
Pore´m o va´cuo topolo´gico apresenta uma constante cosmolo´gica — ou, alter-
nativamente, uma escala de Hubble — determinada somente pelo acoplamento
gravitacional :











O comportamento assinto´tico do fator de escala a` medida que se aproxima de
um va´cuo1 e´ o esperado de um espac¸o-tempo assintoticamente de Sitter: quando
H(σ) ≈ H∗ = constante, temos A(t) ≈ H∗ t+ A0, e portanto a(t) = eA(t) ∼ eH∗t.
Vamos determinar agora o comportamento assinto´tico de W (σ) e de σ(t).
Definimos a func¸a˜o








A u´ltima igualdade se obte´m da raza˜o entre ambas equac¸o˜es do sistema de pri-
meira ordem (5.1). A primeira derivada de β(σ), quando avaliada em um va´cuo,





Fo´rmulas para o expoente assinto´tico podem ser facilmente encontradas, e diferem
para va´cuos f´ısicos σk e topolo´gico σtop:
yk = − 4κ2
W ′′k
Wk
C0(σk) , ytop = 3µL
4 κ2 (W ′topWtop)2 , (5.9)
O motivo das definic¸o˜es acima fica claro. Por construc¸a˜o, os va´cuos sa˜o deter-
minados pelos zeros de β(σ), que portanto quando expandida em se´rie de Taylor
na vizinhanc¸a de um deles da´
W ′(s)C0(σ) ≈ −κ24 W∗ y∗(σ − σ∗) .
1 A partir daqui, sempre estaremos nos referindo a va´cuos dos tipos (5.3) ou (5.4), salvo
menc¸a˜o expl´ıcita em contra´rio.
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Substituindo este resultado em (5.1), concluimos que se σ ≈ σ∗,
σ ≈ σ∗ + constante× exp [−y∗H∗ t] . (5.10)
Isto so´ e´ va´lido quando y∗ 6= 0. Caso contra´rio, e´ preciso levar a expansa˜o da
func¸a˜o β(σ) ate´ ordens mais altas. Por exemplo, se σ∗ e´ um zero de segunda
ordem, temos
















e um procedimento similar pode ser realizado para zeros de ordem n qualquer,
resultando em um comportamento do tipo t−1/(n−1).
Por fim, vale notar que os expoentes assinto´ticos tambe´m podem ser usados
para descrever de maneira simples a massa do campo escalar em cada va´cuo:
V ′′(σ∗) = −κ24 W 2∗ y∗(y∗ − 3) , (5.12)
o que pode ser obtido facilmente ao se derivar a Eq.(5.2) e avaliar o resultado
sobre σ∗, com β(σ∗) = 0.
5.1.3 Equac¸a˜o de estado e o superpotencial em GQT
Seguindo um racioc´ınio ana´logo ao do §2.4.3, mas utilizando as equac¸o˜es de Fri-
edmann modificadas (4.26), obtemos facilmente a generalizac¸a˜o da equac¸a˜o de











que para µ = 0 se reduz a` Eq.(2.57). Mais uma vez, so´ podemos interpretar p/%
como uma equac¸a˜o de estado barotro´pica desde que exista uma func¸a˜o g tal que
W ′2 = g(W 2). Neste caso, escrevemos
ω(%) = −1 + 4κ2 g
2(%)
%
C0(%) ; C0(%) = 1− 112µL4 κ4%2 . (5.14)
Vale notar que em um va´cuo f´ısico ou topolo´gico temos ω = −1, o que era de
se esperar de universos de Sitter. Repare tambe´m que se W (σ) e´ um polinoˆmio
devemos impor que, ale´m de negativo, ele seja na˜o nulo. Caso contra´rio, no ponto
em que W = 0 ter´ıamos ω → ∞, i.e. a velocidade efetiva do som seria infinita,
violando a causalidade. Ale´m disso, a condic¸a˜o de se ter C0(%) > 0 equivale a
%+p > 0, o que na˜o e´ mais que a condic¸a˜o fraca de energia sobre o fluido efetivo.
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5.1.4 Sobre a escolha do superpotencial
De agora em diante, pelos motivos ja´ apresentados no §2.4.2, vamos sempre es-
colher o superpotencial, e a partir dele derivar todas as grandezas relevantes,
incluindo o potencial de mate´ria, a partir da Eq.(5.2).1 Esta abordagem torna
poss´ıvel a integrac¸a˜o do fator de escala e a determinac¸a˜o da dinaˆmica, e nos pro-
porcionara´ uma poderosa ferramenta na construc¸a˜o de modelos cosmolo´gicos com
propriedades deseja´veis.
A escolha de W (σ) pode ser motivada de diferentes maneiras. Poder´ıamos
pensar em potenciais do tipo Coleman-E. Weinberg, em potenciais hiperbo´licos
inspirados em teorias de cordas, potenciais perio´dicos vindos de teorias de inflac¸a˜o
natural, etc. Todos eles, entretanto, podem ser em algum grau aproximados por
uma se´rie de Taylor usando potenciais de um tipo mais simples: polinomiais.
Escolhendo um polinoˆmio de ordem suficientemente alta, podemos descrever com
bastante detalhe o comportamento qualitativo da maioria das func¸o˜es. Veremos
que ajustando os paraˆmetros de um superpotencial polinomial, temos um exce-
lente controle sobre propriedades-chave de modelos cosmolo´gicos. Ale´m disso, a
integrac¸a˜o das equac¸o˜es de campo e´ simple, e a quantidade e estrutura dos va´cuos
do superpotencial sa˜o facilmente descritas. No que segue, portanto, vamos con-
siderar apenas W (σ) — e junto com ele V (σ) — como sendo um polinoˆmio.
5.2 Cadeias de histo´rias
Por sua pro´pria construc¸a˜o, espac¸os-tempo que podem ser descritos pelo me´todo
do superpotencial teˆm, a cada instante, as grandezas dinaˆmicas (fator de escala,
func¸a˜o de Hubble, etc.) completamente determinadas pelo valor do campo escalar
apenas. Isto sugere a possibilidade de se descrever a evoluc¸a˜o destes universos
usando o campo escalar como coordenada “temporal”.
Uma tal mundac¸a de coordenadas sera´ poss´ıvel se a func¸a˜o σ(t) for invert´ıvel,
i.e. se existe uma func¸a˜o t(σ), ambas bem definidas nos intervalos apropriados.
A primeira das Eqs.(5.1) garante que entre dois va´cuos consecutivos, digamos no
intervalo2 (σk, σk+1), a derivada dσ/dt na˜o se anula e tende a zero nas proximi-
dades dos va´cuos; logo σ(t) e´ uma func¸a˜o mono´tona e pode, sim ser invertida.






, σ ∈ (σk, σk+1), (5.15)
1Este ponto de vista e´ de fato adotado em outros lugares na literatura, como por exemplo
por Lyth (2000).
2 Aqui, σk pode muito bem ser um va´cuo topolo´gico.
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e´ tambe´m uma func¸a˜o mono´tona, mas cuja derivada diverge nas proximidades
dos va´cuos. Logo, enquanto o campo escalar percorre um intervalo finito, σ ∈
(σk, σk+1), o tempo (co´smico) percorre toda a reta real, t ∈ (−∞,∞). Para
sermos ilustrativos, as func¸o˜es σ(t) e t(σ) apresentam um comportamento similar
ao das func¸o˜es arc tg(t) e tg(σ), respectivamente.
Vemos, assim, que em uma colec¸a˜o de va´cuos {σk} de um dado superpotencial,
incluindo o va´cuos topolo´gicos e ordenada de forma que σk < σk+1, cada intervalo
(σk, σk+1) descreve toda a histo´ria de um universo eterno. Na˜o e´ dif´ıcil concluir
que algo similar ocorre nos intervalos do tipo σ ∈ (σ∗,±∞), t´ıpicos de universos
singulares; neste caso, o tempo fica mapeado em um intervalo semi-infinito do tipo
[t0,∞), onde t0 corresponde a` singularidade. Vamos dar para este conjunto de
intervalos adjacentes o nome de ‘cadeia de histo´rias’. Cada cadeia sera´ denotada
da seguinte forma: para um superpotencial com, digamos, treˆs va´cuos σ1 < σ2 <
σtop, escreveremos dS[Λ1, y1]/dS[Λ2, y2]/dS[Λtop, ytop]/sing. Aqui, ‘sing’ significa
‘singularidade’.
A especificac¸a˜o dos expoentes assinto´ticos y∗ e´ necessa´ria pelo motivo seguinte.
Na primeira das Eqs.(5.1) e´ poss´ıvel ver que se nos encontramos a` esquerda ou
a direita de um determinado va´cuo, i.e. se σ ∈ (σk−1, σk) ou σ ∈ (σk, σk+1), o
sinal do lado direito da equac¸a˜o muda. Assim, t(σ) e´ uma func¸a˜o crescente ou
decrescente em cada um dos intervalos, e portanto σk estara´ no futuro ou no
passado de ambas as histo´rias consecutivas. O que determina “a natureza futura
ou um passada” de um dado va´cuo σ∗ e´ o sinal de y∗. Uma vez que consideramos
universos em expansa˜o, para os quais H∗ > 0, a Eq.(5.10) mostra que
se y∗ < 0, σ → σ∗ quando t→ −∞ , e (5.16)
se y∗ > 0, σ → σ∗ quando t→ +∞. (5.17)
Ale´m disso, sabemos que o fator de escala se comporta exponencialmente nas vizi-
nhanc¸as dos va´cuos, mostrando que a` medida que σ percorre o intervalo (σk, σk+1),
com yk < 0 e yk+1 > 0, o espac¸o-tempo evolui de uma geometria do tipo de Sitter
com raio de curvatura 1/Hk em t = −∞, no passado distante, ate´ um outro
espac¸o de Sitter no futuro distante, em t → ∞, com um novo raio de curvatura
1/Hk+1.
Apesar de existir, a func¸a˜o inversa de σ(t) na˜o pode ser descrita por meio
de func¸o˜es simples, em geral. Uma vez que o sistema de primeira ordem (5.1)
fornece func¸o˜es cujo argumento e´ σ, encontrar sua evoluc¸a˜o com o tempo co´smico,
em geral, na˜o e´ poss´ıvel, portanto.1 Por isso, no restante deste cap´ıtulo, vamos
sempre usar o campo escalar como coordenada.
1 Apesar disso, em alguns casos simples podemos sim determinar todas as grandezas como
func¸o˜es de t. Um exemplo ja´ foi dado, inclusive, no §2.4.4, para gravitac¸a˜o EH. Um exemplo
GQT e´ dado pelo superpotencial W (σ) = −Bσ2.
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5.2.1 Um exemplo representativo
Para ilustrar os conceitos do para´grafo acima, consideremos um poteˆncial qua´rtico
do tipo Higgs,
W (σ) = −B [(σ2 − σ2f )2 +D] ; B, D > 0 . (5.18)
Por causa da simetria Z2, este e´ o polinoˆmio de mais fa´cil integrac¸a˜o a apresentar
mais de um va´cuo f´ısico. Escolhemos os sinais de B e D de maneira que o
superpotencial seja sempre negativo.
-Σ f Σ f Σ
W
Figura 5.1: Superpotencial do
tipo Higgs.
Nos dois va´cuos f´ısicos, σp = 0 e σf , o su-
perpotencial assume os valores
Wp = −B(σ4f +D) e Wf = −BD ,
respectivamente. E´ evidente que |Wp| > |Wf |;
mais que isso, |Wf | e´ o menor valor poss´ıvel de
|W (σ)|, para qualquer σ.
Substituindo o valor dado na Eq.(5.6) para






D [(Wtop/Wf )− 1] . (5.19)
Para valores negativos de µ, Wtop e´ imagina´rio e a expressa˜o acima e´ complexa,
refletindo a auseˆncia de va´cuos topolo´gicos. O potencial de mate´ria esta´, neste
caso, desenhado na Fig.5.2(a), e e´ qualitativamente o mesmo da gravitac¸a˜o EH.
Vemos que os extremos de W (σ) sa˜o de fato extremos de V (σ), mas existem
extremos de V (σ) que na˜o sa˜o ligados ao superpotencial, como previsto no §5.1.2.
Para µ > 0 existem va´cuos topolo´gicos, sobre os quais o valor do superpo-
tencial e´ fixo pela Eq.(5.6). Podemos imaginar Wtop como uma linha horizontal
na Fig.5.2.1; se µ e´ suficientemente pequeno, esta linha horizontal e´ suficien-
temente baixa, e so´ corta o gra´fico de W (σ) em dois pontos, sime´tricos em
relac¸a˜o ao eixo vertical. Aumentando-se o valor de µ, a linha sobe e, quando
|Wf | ≤ |Wtop| ≤ |Wp|, ela passa a cortar o gra´fico do superpotencial em primeiro
treˆs (σp se trona um va´cuo topolo´gico), depois quatro e por fim dois pontos (±σf
se tornam va´cuos topolo´gicos). Aumentando ainda mais o valor de µ, temos
|Wtop| < |Wf |, e todo o gra´fico do superpotencial fica abaixo da linha horizontal.
Em cada um destes casos, o nu´mero de vezes que a linha horizontal corta W (σ)
e´ a representac¸a˜o geome´trica do nu´mero de ra´ızes reais em (5.19), e da´ portanto
o nu´mero e a posic¸a˜o dos va´cuos topolo´gicos. A descric¸a˜o geome´trica acima esta´
representados nas Figs.5.2(b)-5.2(d), onde substituimos a linha horizontal mar-
cando Wtop pelo gra´fico da func¸a˜o C0(σ), que se anula em cada va´cuo topolo´gico.
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Figura 5.2: Existeˆncia de va´cuos topolo´gicos. As linhas so´lidas cont´ınuas re-
presentam V (σ), as linhas tracejadas representam W (σ), e as linhas finas re-
presentam C0(σ). (a) µ < 0 ; (b) µ < 0, |Wf | < |Wp| < |Wtop| ; (c) µ < 0,
|Wf | < |Wtop| < |Wp| ; (d) µ < 0, |Wtop| < |Wf |.
Tambe´m representamos o potencial de mate´ria V (σ), que ganha ou perde novos
extremos a` medida que se aumenta ou diminui o nu´mero de ra´ızes reais em (5.19).
Em cada um dos casos representados na Fig.5.2.1, temos cadeias distintas
de histo´rias, todas sime´tricas em relac¸a˜o σp = 0. Considerando apenas a parte
relativa a σ ≥ 0, e escrevendo apenas o sinal dos expoentes cr´ıticos, cada figura
apresenta a seguinte cadeia de histo´rias:
(a) dS[Λp,+] / dS[Λf ,−] / sing.
(b) dS[Λp,+] / dS[Λf ,−] / dS[Λtop,+] / sing.
(c) dS[Λp,−] / dS[Λtop,+] / dS[Λf ,−] / dS[Λtop,+] / sing.
(d) dS[Λp,−] / dS[Λf ,+] / sing.
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e os expoentes assinto´ticos sa˜o dados explicitamente por
yp = − 16Bσ
2
f













top − σ2f ) . (5.21)
5.2.2 A integral do fator de escala
A principal vantagem do sistema de primeira ordem (5.1) e´ fornecer uma fo´rmula





+constante, e quando W (σ) e´ um polinoˆmio, a soluc¸a˜o das equac¸o˜es
de campo se resume a uma integrac¸a˜o de uma func¸a˜o racional. Uma fo´rmula geral
para integrais deste tipo e´ apresentada no Apeˆndice G:









onde os expoentes y∗ sa˜o dados pelas Eqs.(5.9). Aqui, o ı´ndice k corre sobre
as soluc¸o˜es (possivelmente complexas) de W ′(σk) = 0, enquanto j corre sobre
todas as soluc¸o˜es (possivelmente complexas) de C0(σ
(j)
top) = 0. Quando um dos
σ∗ e´ complexo, o expoente y∗ correspondente tambe´m o e´, de forma que a func¸a˜o
acima e´ sempre real. Para o superpotencial do tipo Higgs do §5.2.1, por exemplo,
eA(σ) = eA∞ |σ2 − σ2p|−1/2yp |σ2 − σ2f |−1/yf |σ2 − σ2c |−1/yc
∏
j |σ2 − σ2top,j|−1/y
(j)
top ,
com o ı´ndice j indicando todas as ra´ızes dadas pela Eq.(5.19), reais e complexas,
e com os expoentes assinto´ticos dados nas Eqs.(5.20), (5.21).
Quando um dos y∗ se anula, a fo´rmula geral para o fator de escala muda,
sendo dada por
exp [A(σ)− A∞] = exp
[ −2
















(σ∗−σl) , o somato´rio percorrendo todos os zeros
σl 6= σ∗ de β(σ).
Notemos que apesar de estas fo´rmulas serem bastante gerais, na pra´tica a
determinac¸a˜o dos valores de σk e´ muito complicada quando W (σ) e´ um polinoˆmio
de alta ordem — por exemplo, tratando-se de um polinoˆmio de ordem maior
que seis (cuja derivada e´ um polinoˆmio de ordem cinco), as ra´ızes so´ podem ser
encontradas numericamente.
A fo´rmula (5.22) deixa expl´ıcito o fato de que uma cadeia de histo´rias e´ um
objeto unificado, isto e´: na˜o se pode alterar as caracter´ısticas de uma histo´ria sem
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mudar a evoluc¸a˜o de todas as outras, pois o fator de escala de todas elas e´ dado
pela mesma fo´rmula, em termos do campo escalar. Este fato sera´ de particular
importaˆncia no §5.3.
5.3 Inflac¸a˜o a partir do superpotencial
Uma das aplicac¸o˜es mais interessantes do me´todo do superpotencial sera´ a sua
utilizac¸a˜o na construc¸a˜o de universo inflaciona´rios.
5.3.1 Os paraˆmetros de arrasto
Vimos no §2.5.3 que a inflac¸a˜o ocorre sob certas condic¸o˜es conhecidas como
‘condic¸o˜es de arrasto’. Podemos formular estas condic¸o˜es em termos do superpo-






; ηSR ≡ − 2σ¨κW σ˙ , (5.24)
e impondo que
εSR  1 ; |ηSR|  1 . (5.25)
A segunda destas desigualdades e´ simplesmente a mesma condic¸a˜o (2.76), rees-
crita em termos do superpotencial. Por sua vez, a primeira desigualdade equivale























Ha´ uma interpretac¸a˜o direta das condic¸o˜es de arrasto (5.25) em termos da
func¸a˜o β(σ) definida pela Eq.(5.7); e´ fa´cil ver que
εSR(σ) = κ2 β2(σ) , ηSR(σ) = −dβ
dσ
. (5.26)














Ficam evidentes, das Eqs.(5.26), alguns casos espec´ıficos em que as condic¸o˜es
de arrasto sa˜o satisfeitas de forma trivial. Um exemplo e´ a singularidade que
1 Na gravitac¸a˜o EH, quando C0 = 1, esta definic¸a˜o e´ ideˆntica a` apresentada por Liddle
(1994).
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ocorre no limite σ → ∞ para um superpotencial polinomial em gravitac¸a˜o EH.
Sendo, enta˜o, tanto β(σ) quanto sua derivada razo˜es de polinoˆmios em que o
denominador possui o maior grau, o limite em questa˜o implica εSR, ηSR → 0.
Considere agora um va´cuo σ∗ qualquer. Temos εSR(σ∗) = β2(σ∗) = 0, e
portanto a primeira desigualdade (5.25) e´ evidentemente satisfeita. Se o va´cuo
for degenerado, i.e. se possuir expoente assinto´tico nulo, a segunda desigualdade
e´ tambe´m satisfeita de forma trivial, pois a Eq.(5.26) da´ ηSR(σ∗) = y∗ = 0.
Portanto, nas vizinhanc¸as de va´cuos degenerados o universo entra em uma fase
inflaciona´ria.
Em ambos os exemplos, o per´ıodo de arrasto fica restrito ao in´ıcio (ou ao
final) das histo´rias, em escalas de energia ou divergentes ou determinadas por um
dos va´cuos. No que segue, apresentaremos um me´todo que permite “construir”
per´ıodos inflaciona´rios em escalas de energia arbitra´ria.
5.3.2 Construc¸a˜o de per´ıodos inflaciona´rios
Neste para´grafo, vamos considerar apenas a gravitac¸a˜o EH. A contribuic¸o˜es de
GQT sera˜o analizadas nos exemplos desenvolvidos na sec¸a˜o seguinte.
De forma geral, as Eqs.(5.26) e (5.25) garantem que um per´ıodo de arrasto
ocorre quando ambas as desigualdes
β2(σ) 1 ; |β′(σ)|  1 (5.27)
sa˜o satisfeitas. A segunda desigualdade e´ va´lida sempre em um ponto σSR na
vizinhanc¸a de um extremo de β(σ). Uma vez que
β′(σ) = − 4κ2 1W 2(σ) [W (σ)W ′′(σ)−W ′2(σ)] , (5.28)
a identificac¸a˜o destes extremos e´ poss´ıvel somente atrave´s de me´todos nume´ricos,
em geral: por exemplo, se W (σ) e´ um polinoˆmio qua´rtico, a equac¸a˜o β′(σ) = 0
equivale a uma equac¸a˜o polinomial do sexto grau para σ.
Considere, entretanto, um ponto σSR tal que W
′′(σSR) = 0. A Eq.(5.28) nos
mostra que enta˜o que
|ηSR| = 14 εSR , (5.29)
e portanto ambas as condic¸o˜es (5.27) sa˜o satisfeitas simultaneamente se o super-
potencial for suficientemente plano:





)2  1 . (5.30)
Um va´cuo degenerado corresponde ao caso especial em que W ′(σSR) = 0.
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Um polinoˆmio de grau n + 1 ≥ 3 com as caracter´ısticas (5.30) na˜o possui o
termo quadra´tico, e pode ser escrito, em geral, como
W (σ) = WSR + α0(σ − σSR) +
∑n+1
k=3 αk (σ − σSR)k . (5.31)
Variando o paraˆmetro α0 = |W ′(σSR)| podemos obter uma “transic¸a˜o de histo´rias”,
criando um per´ıodo de arrasto da maneira que descreveremos a seguir, e que se
encontra representada na Fig.5.3 para os casos em que W (σ) e´ um polinoˆmio (a)
cu´bico, (b) qua´rtico e (c) qu´ıntico.
As n ra´ızes da equac¸a˜o W ′(σ) = 0 da˜o o conjunto dos va´cuos f´ısicos, {σi},
e uma histo´ria de universo se passa inteira entre duas ra´ızes consecutivas. Se
σSR e´ um mı´nimo de W
′(σ), enta˜o para α0 < 0 existem duas ra´ızes de W ′(σ),
σi, σi+1, que definem uma histo´ria, e tais que σSR ∈ (σi, σi+1) (Figs.5.3, linhas
pontilhadas). Se α0 = 0, estas ra´ızes se degeneram, fazendo com que σSR se
torne um ponto de inflexa˜o de W ′(σ), i.e. W ′(σSR)|α0=0 = W ′′(σSR) = 0, o que
caracteriza um va´cuo degenerado onde as condic¸o˜es de arrasto, como discutido
acima, sa˜o trivialmente satisfeitas (Figs.5.3, linhas cont´ınuas). Mas assim que
0 < α0  1, o ponto σSR deixa de ser uma inflexa˜o, pois apesar de valer ainda
W ′′(σSR) = 0, agora W ′(σSR) = α0 6= 0; assim, σSR na˜o e´ mais um va´cuo, mas os
paraˆmetros de W (σSR) esta˜o ajustados para que a curva tenha ainda o formato
aproximado de uma inflexa˜o : foi constru´ıda uma regia˜o de arrasto em torno
de σSR (Figs.5.3, linhas tracejadas). Quando σSR e´ um ma´ximo de W
′(σ), a
construc¸a˜o e´ ideˆntica, bastando trocar o sinal de α0.
No processo de se diminuir o mo´dulo de α0 < 0, a histo´ria (σi, σi+1) tem a sua
durac¸a˜o (em σ) encurtada1 gradualmente ate´ se degenerar em um u´nico ponto,
σSR, quando α0 = 0, e o que antes era uma histo´ria inteira se torna um u´nico
va´cuo degenerado. A` medida que o comprimento do intervalo (σi, σi+1) diminui,
as condic¸o˜es de arrasto passam a ser satisfeitas ao longo de toda a histo´ria, que
possui W (σi) ≈ W (σi+1). O resultado e´ um universo com geometria sempre
aproximadamente de Sitter que apresenta, no passado e no futuro distantes, raios
de curvatura muito pro´ximos. Por fim, quando α0 > 0, a a cadeia de histo´rias
sofre outra mudanc¸a radical: o va´cuo que se formara no ponto σSR desaparece,
e as duas histo´rias que o tinham como limite assinto´tico se fundem em uma so´,
que apresenta ali o per´ıodo de arrasto.
A natureza do universo que em que se forma o per´ıodo de arrasto depende da
posic¸a˜o, dentro da cadeia, da histo´ria que se degenera. Por exemplo, o polinoˆmio
qua´rtico tem a princ´ıpio treˆs va´cuos f´ısicos (Figs.5.3(b), linha pontilhada), diga-
mos σ1,2,3, e apresenta uma cadeia de histo´rias do tipo
Sing. / dS[Λ1, y1] / dS[Λ2, y2] / dS[Λ3, y3] / Sing.
1 Repare que, por menor que seja a durac¸a˜o “conforme”, em σ, de uma histo´ria, como
func¸a˜o do tempo co´smico t ela e´ sempre infinita.
84
















Figura 5.3: Transic¸a˜o de histo´rias para W (σ) (a) cu´bico, (b) qua´rtico e (c)
qu´ıntico. Na primeira linha, gra´ficos de W (σ), com suas respectivas derivadas,
W ′(σ), abaixo.
Quando α0 = 0, as duas ra´ızes σ2 e σ3 se tornam um va´cuo degenerado: σ2 =
σ3 = σSR, e a cadeia se torna
Sing. / dS[Λ1, y1] / dS[ΛSR, 0] / Sing.
Apo´s a degenerac¸a˜o, quando α0 > 0, resta apenas a ra´ız σ1, e a cadeia de histo´rias
tem a forma
Sing. / dS[Λ1, y1] // Sing. (5.32)
com // representando o per´ıodo de arrasto na histo´ria a` direita (Figs.5.3(b), linha
tracejada). Neste caso, a degenerac¸a˜o pode ser interpretada como o processo de
se mudar o sinal do discriminante da equac¸a˜o cu´bica W ′(σ) = 0, fazendo com que
de treˆs ra´ızes reais distintas, passe a haver uma so´. O polinoˆmio qu´ıntico, por
sua vez, tem a princ´ıpio quatro extremos (Figs.5.3(c), linha pontilhada), ra´ızes
da equac¸a˜o qua´rtica W ′5(σ) = 0, que podemos escrever como σ1 < σ2 < σ3 < σ4.
A mudanc¸a de α0 degenera σ2 e σ3, e em seguida as torna complexas, formando
o arrasto entre os dois va´cuos dS em σ1 e σ4. Assim, restam uma histo´ria Sing.
/ dS[Λ1, y1], outra histo´ria dS[Λ1, y1] / dS[Λ4, y4] com arrasto, e uma u´ltima,
dS[Λ4, y4] / Sing., sem arrasto (Figs.5.3(c), linha tracejada). Para o polinoˆmio
cu´bico, apo´s a degenerac¸a˜o, na˜o resta va´cuo algum e W (σ) muda de sinal, por
isso na˜o vamos mais discuti-lo. Repare que com um polinoˆmio quadra´tico, que
possui apenas um extremo, o me´todo na˜o pode ser utilizado.
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Por fim, chamamos atenc¸a˜o para o fato de os polinoˆmios desenhados na parte
superior da Fig.5.3 ja´ possu´ırem um formato espec´ıfico: todos teˆm o maior nu´mero
poss´ıvel de extremos, o que ja´ po˜e algumas restric¸o˜es sobre seus coeficientes.
Estes formatos na˜o sa˜o por acaso: se houvesse menos extremos, por exemplo, no
polinoˆmio qu´ıntico, seria imposs´ıvel formar o arrasto entre dois va´cuos de Sitter,
e se houvese um extremo a menos no polinoˆmio qua´rtico seria imposs´ıvel formar
qualquer tipo de arrasto que fosse.
Significado f´ısico dos coeficientes do superpotencial.
Alguns coeficientes do polinoˆmio geral (5.31) sa˜o diretamente ligados a carac-
ter´ısticas fundamentais do per´ıodo de arrasto.
(i) A constante de Hubble. Ao longo do per´ıodo inflaciona´rio, o universo se
expande exponencialmente e a func¸a˜o de Hubble permanece quase constante e
igual a HSR = −κ2W (σSR) = κ2 |WSR|. Logo,
WSR = − 2κHSR . (5.33)
(ii) Os paraˆmetros de arrasto. O coeficiente do termo linear, α0, e´ diretamente
proporcional aos paraˆmetros de arrasto que, por sua vez, sa˜o tambe´m proporcio-















H2SR εSR = H
2
SR |ηSR| . (5.34)
(iii) A durac¸a˜o do per´ıodo de arrasto. Vimos no §2.5.3 que as condic¸o˜es de
arrasto devem ser satisfeitas em um intervalo cujo comprimento seja suficiente
para fornecer o nu´mero de desdobramentos exponenciais necessa´rio, ver Eq.(2.79).
Nossa construc¸a˜o e´ tal que a aproximac¸a˜o de arrasto e´ va´lida em σSR e, por
continuidade, em um intervalo ao seu redor. O tamanho deste intervalo pode ser
ajustado pelo coeficiente do termo cu´bico de (5.31), α3, como segue.
Sabemos que as condic¸o˜es de arrasto ficam determinadas pela func¸a˜o β(σ) e
sua derivada primeira que devem ser ambas, em mo´dulo, muito pequenas. Vamos




εSR − ηSR (σ − σSR) + 16β′′(σSR)(σ − σSR)2 + · · ·
Definindo
χSR ≡ 16κ β′′(σSR) , (5.35)
86
5. Cosmologia Inflaciona´ria Quase-Topolo´gica
temos
β2(σ) ≈ 1κ2 εSR − 1κ
√






(σ − σSR)2 .
Se ao fim do per´ıodo de arrasto tivermos β2(σI) ∼ 10−n, com n tal que, digamos,
β2(σI) seja uma ordem de grandeza maior que β
2(σSR), enta˜o podemos estimar
o comprimento do intervalo no qual as condic¸o˜es de arrasto sa˜o satisfeitas em





1 + 4× 10−n × (1− 16χSR ε−3/2SR )
]
. (5.36)
e portanto quanto menor o valor de χSR, maior a durac¸a˜o do per´ıodo de arrasto.
Uma outra maneira de ver as propriedades do paraˆmetro χSR e´ notando que ele
e´, aproximadamente, a (ra´ız quadrada da) curvatura (de Serret-Frenet) da curva
β(σ), dada por (β′′(σ))2/(1 + (β′(σ))2)3. Assim, quanto menor o valor de χSR,
mais “aberta” a curva β2(σ). Ver Fig.5.4.































Figura 5.4: Exemplo do efeito de se aumentar o valor do coeficiente cu´bico do
superpotencial: Linha cheia, α3 ; Linha tracejada, 2α3 ; Linha pontilhada, 3α3.
Superpotenciais de graus quatro e cinco.
Vimos mais acima que polinoˆmios de graus dois e treˆs na˜o sa˜o apropriados para
a construc¸a˜o do per´ıodo de arrasto. E´ necessa´rio um polinoˆmio de grau quatro
o maior. No que segue nos interessaremos em descrever o conteu´do material
do universo como um fluido barotro´pico, usando a correspondeˆncia descritas nos
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§§2.4.1 e 5.1.3. Neste caso, deve ser poss´ıvel que se escreva W ′(σ) como func¸a˜o
de W (σ). Para um polinoˆmio de grau ate´ cinco, e´ poss´ıvel encontrar uma soluc¸a˜o
anal´ıtica de σ em termos de W , o que garante a existeˆncia da func¸a˜o W ′(W )
— por mais complicada que seja. Pore´m se W (σ) e´ um polinoˆmio de grau seis
ou maior, na˜o podemos mais assegurar a validade da representac¸a˜o do campo
escalar como um fluido barotro´pico. Felizmente, os polinoˆmios qua´rtico e qu´ıntico
sa˜o suficientes para que possamos utilizar os me´todos ate´ aqui desenvolvidos na
elaborac¸a˜o de dois modelos cosmolo´gicos representativos.
5.4 Dois modelos cosmolo´gicos inflaciona´rios
Desejamos obter uma descric¸a˜o razoa´vel do universo observado atrave´s da equac¸a˜o
de estado (5.13). Mais especificamente, queremos descrever um universo que sofre
uma inflac¸a˜o e apo´s o per´ıodo de arrasto apresenta um per´ıodo de desacelerac¸a˜o,
precedendo a fase final, assintoticamente de Sitter. O per´ıodo inflaciona´rio deve
ser longo o suficiente para que o nu´mero de desdobramentos exponenciais seja
muito maior que a unidade.
O modelo de concordaˆncia revela um universo que evolui de um estado muito
quente um tempo finito no passado. Usualmente, este cena´rio e´ reproduzido em
modelos cosmolo´gicos que possuem uma singularidade. Um exemplo de modelo
desta natureza sera´ apresentado no §5.4.1, onde utilizaremos um superpotencial
qua´rtico. No §5.4.2 apresentaremos uma abordagem alternativa, em que um
universo eterno possui uma configurac¸a˜o do tipo de Sitter altamente energe´tica, e
demora um tempo infinito para chegar a`s escalas de energia t´ıpicas do big-bang.
5.4.1 Universo singular a partir de um polinoˆmio qua´rtico
Na ana´lise feita no §5.3.2, vimos que e´ poss´ıvel degenerar uma cadeia de histo´rias
de um superpotencial qua´rtico e obter uma cadeia do tipo (5.32), em que a
histo´ria da direita comec¸a em uma singularidade e termina em um espac¸o de
Sitter, passando por um per´ıodo de arrasto. Parte das caracter´ısticas desejadas
para a equac¸a˜o de estado ficam enta˜o dadas automaticamente. No restante desta
sec¸a˜o analisaremos com cuidado as caracter´ısticas restantes.
Consideremos o superpotencial qua´rtico
W (σ) = WSR + α0 (σ − σSR) + α3 (σ − σSR)3 + α4 (σ − σSR)4 . (5.38)
Na˜o deve haver termo quadra´tico para que W ′′(σSR) = 0. Os va´cuos f´ısicos sa˜o
as ra´ızes de uma equac¸a˜o cu´bica; denotemos cada um por σ1 < σ2 < σ3. Quando
α0 = 0, duas destas ra´ızes se degeneram. Quais duas depende do sinal de α3: se
α3 > 0, o ponto σSR e´ um mı´nimo de W
′(σSR), e temos uma configurac¸a˜o como
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a da Fig.5.3(b), em que as ra´ızes que se degeneram sa˜o σ2 → σ3. Para α3 < 0, a
situac¸a˜o e´ oposta: a func¸a˜o W ′(σ) possui um ma´ximo em σSR, e as ra´ızes que se
degeneram sa˜o σ1 → σ2. Vamos escolher α3 > 0, e denotar o va´cuo restante, σ1,
por σf .
O per´ıodo de arrasto.
O per´ıodo inflaciona´rio ocorre em escalas de energia com ordens de grandeza entre
%Pl e 10
−12 × %Pl (Linde (1990, 2008)). Vamos supor o valor do superpotencial
durante a inflac¸a˜o como sendo WSR ∼ −10−6, de forma que a energia seja dada
por VSR ∼ W 2SR ∼ 10−12. Na Fig.5.5, damos um exemplo de W (σ), com o
potencial de mate´ria correspondente, que satisfazem as condic¸o˜es de arrasto. A
parametrizac¸a˜o e´ dada por
WSR = −10−6 , α0 = −2.6363× 10−9 ,
α3 = −2.9293× 10−12 , α4 = −2.1970× 10−14 ,
e os paraˆmetros de arrasto ficam determinados pelas Eqs.(5.34), com εSR ≈ 2.78×
10−5. A durac¸a˜o do per´ıodo de arrasto, estimada pela Eq.(5.36), da´ κ∆σ ∼ 10,
e a Eq.(2.79) enta˜o garante que o nu´mero de desdobramentos exponenciais N
10 e´ suficiente para resolver os problemas do modelo cosmolo´gico padra˜o. Ver
Fig.5.6(b).
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Figura 5.5: (a) Superpotencial qua´rtico e (b) potencial de mate´ria para um uni-
verso com per´ıodo inflaciona´rio ao redor de σSR = 0.
A equac¸a˜o de estado.
A parametrizac¸a˜o da Fig.5.5 foi ajustada de forma que a equac¸a˜o de estado cor-
respondente, obtida da Eq.(5.13), possua as caracter´ısticas desejadas. Como se
pode ver na Fig.5.6(a), ela apresenta um per´ıodo de desacelerac¸a˜o apo´s o arrasto,
no qual temos −1/3 < ω ≤ 1/3, simulando uma fase dominada por radiac¸a˜o.
89
5. Cosmologia Inflaciona´ria Quase-Topolo´gica
Antes do va´cuo final em σf ≈ −102.84, a equac¸a˜o de estado cai bruscamente
ate´ ω = −1, valor caracter´ıstico de um espac¸o de Sitter. Para σ < σf , o gra´fico
descreve a equac¸a˜o de estado da histo´ria adjacente, que na˜o possui per´ıodo infla-
ciona´rio.


























Figura 5.6: (a) Equac¸a˜o de estado para um universo dado pelos paraˆmetros da
Fig.5.5 ; Detalhe: Proximidades do va´cuo final. A regia˜o entre as retas horizon-
tais (Reta tracejada, ω = −1/3 ; Reta pontilhada, ω = 1/3) indica o per´ıodo de
desacelerac¸a˜o. (b) Paraˆmetros de arrasto: εSR, linha so´lida ; ηSR, linha ponti-
lhada.
A constante cosmolo´gica.
A constante cosmolo´gica Λf = κ2 Vf/2 observada hoje possui um valor curiosa-
mente pequeno, Λf ∼ 10−122 em unidades de Planck. O potencial de mate´ria
representado na Fig.5.5 se encontra, portanto, mais de cem ordens de gran-
deza acima do valor observado. Cabe enta˜o a pergunta: sera´ poss´ıvel ajustar os
paraˆmetros do superpotencial de forma a escolher o valor a constante cosmolo´gica
final?
Na auseˆncia do termo quadra´tico, existem quatro paraˆmetros livres em (5.38),
estando treˆs diretamente ligados a` fase de arrasto, como descrito no §5.3.2. Po-
demos (e de fato o fizemos) usar o quarto paraˆmetro para modelar o per´ıodo de
acelerac¸a˜o do universo, determinando o ma´ximo da equac¸a˜o de estado em um
valor −1/3 < ω < 1. Na˜o nos restam enta˜o paraˆmetros ajusta´veis para fixar
o valor de Λf . Na˜o podemos excluir a possibilidade de que alguma combinac¸a˜o
precisa dos coeficientes do superpotencial proporcionem tanto a fase desacelerada
quanto a constante cosmolo´gica pro´xima do observado, mas na˜o possu´ımos um
me´todo sistema´tico para encontra´-la. O problema da constante cosmolo´gica final
sera´ abordado sob um outro ponto de vista no Cap´ıtulo 6; por enquanto vamos
ignorar nosso erro de cem ordens grandezas.
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A passagem do tempo.
Como discutido no §5.2, na˜o e´ poss´ıvel determinar as grandezas acima expli-
citamente em func¸a˜o do tempo co´smico. Entretanto e´ poss´ıvel determinar a
durac¸a˜o, em anos ou giga-anos, do per´ıodo de desacelerac¸a˜o, ou do per´ıodo de
arrasto, por meio da integral (5.15). O resultado para os universos representados
nas Figs.5.5 e 5.6 e´ muito aque´m do observado: entre o per´ıodo de arrasto e o
per´ıodo de desacelerac¸a˜o decorre um intervalo de tempo de, aproximadamente,
1010 × tPl ∼ 10−33 seg. Ambos os per´ıodos de arrasto e de desacelerac¸a˜o possuem
uma durac¸a˜o aproximada de 109 × tPl ∼ 10−34 seg. Evidentemente, estes valores
esta˜o muito longe daqueles esperados em universo de quase 14 giga-anos de idade.
E´, todavia, oportuno ressaltar que a durac¸a˜o do per´ıodo de desacelerac¸a˜o pode
ser aumentada com a escolha de outros valores para os coeficientes do superpoten-
cial. Isto e´ poss´ıvel caso se tenha |W ′(σ)|  1 em um intervalo suficientemente
grande ao redor do va´cuo final, como se pode ver da integral (5.15). Esta e´ a
mesma condic¸a˜o, note-se, necessa´ria para diminuirmos o valor de |W (σf )|, o que
equivale a diminuir o valor da constante cosmolo´gica final.
5.4.2 Universo na˜o singular a partir de um polinoˆmio qu´ıntico
Modelos de universos na˜o singulares aparecem com alguma frequeˆncia na litera-
tura (e.g. Starobinsky (1980), Brandenberger (1992)). Uma das caracter´ısticas
mais peculiares de superpotenciais polinomiais e´ que, em geral, eles formam ca-
deias de histo´rias contendo diversos universos desse tipo. Como foi dito mais
acima, o modelo de concordaˆncia sugere que o nosso universo passou por uma
fase muito densa no passado, seguida de um per´ıodo inflaciona´rio que “apagou”
as condic¸o˜es iniciais do seu “surgimento”. Nada impede, entretanto, que antes da
inflac¸a˜o tenha se passado um tempo infinito em que a energia do universo fosse
da ordem da energia de Planck.
Vamos descrever um universo com estas caracter´ısticas utilizando o superpo-
tencial qu´ıntico
W (σ) = WSR + α0 (σ − σSR) + α3 (σ − σSR)3 + α4 (σ − σSR)4 + α5(σ − σSR)5 ,
(5.39)
em conjunto com o me´todo desenvolvido no §5.3.2.
Um exemplo expl´ıcito.
Um exemplo de aprametrizac¸a˜o que fornece as caracter´ısticas desejadas e´
WSR = −10−6 , α0 = 1.90054× 10−9 ,
α3 = 3.80108× 10−16 , α4 = −1.90054× 10−18 , α5 = −3.80108× 10−23 .
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Figura 5.7: (a) Superpotencial qu´ıntico; (b) Potencial de mate´ria correspondente;
Detalhes: Proximidades do va´cuo final σf ≈ 6.797× 102.
O superpotencial e o potencial de mate´ria correspondente se encontram na Fig.5.7.
O va´cuo f´ısico inicial, no passado remoto da histo´ria do universo, esta´ situado
em σp ≈ −4× 104, e o va´cuo final, no futuro remoto da histo´ria do universo, em
σf ≈ 6.797×102. O valor inicial do potencial de mate´ria e´ V (σp) ∼ 1, e o universo
surge em t → −∞ como um espac¸o-tempo de Sitter com raio de curvatura da
ordem do comprimento de Planck. Apo´s um tempo infinito, quando σ → σSR, a
energia cai para ∼ 10−12. Em σ ≈ 677.9, tem in´ıcio um per´ıodo de desacelerac¸a˜o,
durante o qual a equac¸a˜o de estado alcanc¸a o valor ma´ximo ω = 1/3 caracter´ıstico
de um universo dominado por radiac¸a˜o, para depois voltar a decrescer ate´ ω = −1
em σf , quando t→∞. A evoluc¸a˜o da equac¸a˜o de estado se encontra na Fig.5.8.
Observe que apesar da grande diferenc¸a de energia entre σp e σSR, a transic¸a˜o
ocorre de forma suave em V (σ), e as condic¸o˜es de arrasto sa˜o de fato satisfeitas
desde o va´cuo inicial ate´ pouco antes da e´poca de acelerac¸a˜o, quando a condic¸a˜o
εSR  1 e´ finalmente violada, o que pode ser visto claramente na Fig.5.8(b). Este
per´ıodo de arrasto eterno produz um nu´mero de desdobramentos exponenciais
mais que suficiente: N ∼ κ(σSR − σp) ∼ 105.
O valor final do potencial de mate´ria, V (σf ) ∼ 10−23, e´ mais uma vez muito
maior que o valor observado. Aqui valem os mesmos argumentos dados no caso do
polinoˆmio qua´rtico: na˜o ha´ paraˆmetros livres suficientes para se ajustar ambos os
valores de V (σ) no va´cuo inicial e final. Tambe´m devemos declarar que a durac¸a˜o
da e´poca de desacelarac¸a˜o e´ mais uma vez muito pequena, aproximadamente
10−32 seg.
Poss´ıveis degenerac¸o˜es.
Como foi observado no §5.3.2, existe a possibilidade de diferentes degenerac¸o˜es a
partir de uma mesma cadeia de histo´rias. O exemplo acima possui o per´ıodo de
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Figura 5.8: (a) Equac¸a˜o de estado para um universo dado pelos paraˆmetros da
Fig.5.7 ; Detalhe: Proximidades do va´cuo final. A regia˜o entre as retas horizon-
tais (Reta tracejada, ω = −1/3 ; Reta pontilhada, ω = 1/3) indica o per´ıodo de
desacelerac¸a˜o. (b) Paraˆmetros de arrasto: εSR, linha so´lida ; ηSR, linha ponti-
lhada.
arrasto entre dois va´cuo de Sitter, mas o superpotencial (5.39) oferece tambe´m
a possibilidade de se ter uma histo´ria singular com arrasto, similar a` que cons-
tru´ımos a partir do superpotencial qua´rtico. Para determinar as condic¸o˜es sobre
os coeficientes de (5.39) que da˜o a degenerac¸a˜o desejada, procedemos como segue.
No caso mais geral, ha´ quatro va´cuos f´ısicos distintos, as quatro ra´ızes reais da
equac¸a˜o qua´rtica W ′(σ) = 0. Os denotaremos por {σk}. Seja {σ˜k}, k = 1, 2, 3, o
conjunto de extremos da func¸a˜o W ′(σ), determinados pelas soluc¸o˜es da equac¸a˜o
cu´bica W ′′(σ) = 0. Temos que
σ1 < σ˜1 < σ2 < σ˜2 < σ3 < σ˜3 < σ4 ,
e desejamos fazer σ2 → σ3. Os pontos {σ˜k}devem ser ordenados como
σ˜1 < σ2 < σ˜2 = σSR < σ3 < σ˜3 .
Eles ficam determinados pelas ra´ızes da equac¸a˜o
(10α5 x
2 + 6α4 x+ 3α3)x = 0,
onde x = σ − σSR, e incluem σ˜2 = σSR, consequeˆncia de na˜o haver termo
quadra´tico em (5.39). O ordenamento desejado requer que as ra´ızes restantes
sejam uma positiva e outra negativa. Logo, devemos ter x±,
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com sinais opostos. Assumindo α5 < 0, isto equivale a α3 < 0. O resultado se
encontra representado pelas curvas so´lidas nas Figs.5.9. Quanto maior |α3 α5|,
maior a distaˆncia entre x+ e x−, maior a distaˆncia entre os extremos de W ′(σ),
e portanto maior a distaˆncia entre os va´cuos σ1 e σ4 que formam os limites
assinto´titcos da histo´ria (inflaciona´ria) resultante.
Note que se α4 = 0, enta˜o x+ = −x−, e W ′(σ) se torna sime´trico em torno
de σSR — de fato, na auseˆncia do termo cu´bico, W
′(σ) se torna do tipo Higgs,




α24, ambos x± tera˜o o mesmo sinal: positivo se α4 > 0 (Fig.5.9, linha
pontilhada), e negativo se α4 < 0 (Fig.5.9, linha tracejada). Esta e´ a condic¸a˜o




α24, o formato de W (σ) e´ qualitativamente ideˆntico ao de um polinoˆmio





Figura 5.9: Poss´ıveis degenerac¸o˜es de histo´ria para um polinoˆmio qu´ıntico.
5.4.3 Os efeitos de GQT
Quando µ 6= 0, a equac¸a˜o de estado e´ modificada pela multiplicac¸a˜o do fator
C0(%), na˜o mais igual a` unidade. Entretanto, uma vez que as energias carac-
ter´ısticas do per´ıodo de arrasto ate´ o va´cuo final sa˜o da ordem de % ∼ 10−12,
teremos C0 − 1 ∼ −L4µ × 10−24. Logo, para que as contribuic¸o˜es de GQT afe-
tem a inflac¸a˜o, e´ necessa´rio um valor muito grande do acoplamento gravitacional,
L4|µ| & 1024. Assim, para valores razoa´veis de |µ|L4 < 1, a contribuic¸a˜o dos
termos cu´bicos se faz aprecia´vel apenas em faixas de energia muito pro´ximas
da singularidade, em geral maiores que a energia de Planck. Por outro lado,
qualitativamente ocorrem certas mudanc¸as nota´veis.
Antes de discuti-las, vamos fixar a escala quase-topolo´gica L. Como dito no
§4.2, uma opc¸a˜o e´ escolher L como dada pela constante cosmolo´gica de um dos
va´cuos (cf. Eq.(4.18)). No caso em que existe um va´cuo topolo´gico, ele fornece
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uma escolha preferencial: sua escala e´ definida exclusivamente pelo acoplamento
cu´bico e, para µ < 0, e´ a menor escala poss´ıvel a obedecer as restric¸o˜es entro´picas
do §4.5. Na auseˆncia de um va´cuo topolo´gico, pode-se tomar L como a escala do
va´cuo deSitter com maior densidade de energia, ou com a maior densidade dentro
das restric¸o˜es entro´picas. A segunda escolha poss´ıvel discutida no §4.2 e´ dada
pela Eq.(4.19), que deixa expl´ıcita a natureza “quaˆntica” das correc¸o˜es quase-
topolo´gicas. Esta sera´ a escolha adotada aqui, diante da ambiguidade oferecida
pela possibilidade de se fazer L =
√
3/Λ. Assim, uma vez que trabalhamos em
unidades de Planck, na discussa˜o a seguir fazemos L = lPl = 1.
Quando µ < 0, existe uma certa densidade %∗ tal que para % > %∗ a causalidade
da equac¸a˜o de estado e´ violada, i.e. ω > 1. Mas %∗ e´ muito grande quando |µ| < 1.
Ale´m disso, como mostrado no §4.5.1, e´ sempre poss´ıvel encontrar λ tal que a
entropia se anule em uma densidade %S . %∗, “escondendo” o per´ıodo em que
ω > 1. Em um universo singular, esta violac¸a`o da causalidade e´ inevita´vel —
ver Fig.5.11(a) —, mas em um universo do tipo dS / dS, na˜o. Nestes u´ltimos,
valores adequados (pore´m, em geral, muito grandes) de |µ| podem fazer com que




















Figura 5.10: Modificac¸o˜es da equac¸a˜o de estado para diversos valores de µ < 0.
As linhas cont´ınuas em (a) e (b) marcam os gra´ficos de gravitac¸a˜o EH, Figs.5.6(a)
e 5.8(a), respectivamente. As linhas linhas pontilhadas correspondem a`s func¸o˜es
em GQT com (a) Superpotencial qua´rtico, µ variando de −1025 a −1010 ; (b)
Superpotencial qu´ıntico, µ variando de −104 a −1023.
Ja´ se µ > 0, temos ω → −∞ quando % → ∞. Isto significa que, como espe-
rado, surge um novo va´cuo (topolo´gico), onde ω = −1. A histo´ria subsequente
a este va´cuo possui, toda ela, ω < −1 (de fato, −1 > ω > −∞), ou seja: o
universo nela descrito e´ do tipo ‘fantasma’. As modificac¸o˜es podem ser vistas na
Fig.5.11. Mais uma vez, a na˜o ser que µ seja muito grande, do per´ıodo de arrasto
em diante a equac¸a˜o de estado e´ pouco modificada. Em geral, se µ < 1, o va´cuo
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topolo´gico ficara´ posicionado em energias maiores que a de Planck, e portanto de
fato toda a histo´ria dS / dS pouco e´ modificada. Mas, se µ e´ grande o suficiente,
podemos ter σtop > σp: a histo´ria descrita no §5.4.2 passa enta˜o a ter in´ıcio no
va´cuo topolo´gico, com uma constante cosmolo´gica — dependente apenas de µ, e
na˜o dos paraˆmetros do superpotencial —, distinta da anterior. Mais significativa
e´ a consequeˆncia de µ > 0 sobre uma histo´ria singular, como a descrita no §5.4.1.
Por menor que seja µ, e por maior que seja %top, a histo´ria sempre deixa de ser

















Figura 5.11: Modificac¸o˜es da equac¸a˜o de estado para diversos valores de µ > 0.
As linhas cont´ınuas em (a) e (b) marcam os gra´ficos de gravitac¸a˜o EH, Figs.5.6(a)
e 5.8(a), respectivamente. As linhas linhas pontilhadas correspondem a`s func¸o˜es
em GQT com (a) Superpotencial qua´rtico, µ variando de 1010 a 1025 ; (b) Super-
potencial qu´ıntico, µ variando de 1 a 1015.
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Cap´ıtulo 6
Equac¸a˜o de Estado Linear e a
Constante Cosmolo´gica
A constante cosmolo´gica, Λ, segundo Susskind (2006) e´ “a ma˜e de todos os proble-
mas da f´ısica”. Desde que introduzida por um equ´ıvoco de Einstein em 1917,1 com
o objetivo de balancear a atrac¸a˜o gravitacional e permitir um universo esta´tico,
a existeˆncia e, principalmente, o valor de Λ sa˜o fontes de controve´rsia.
O fato e´ que a interpretac¸a˜o mais imediata de constante cosmolo´gica e´ como
a energia do va´cuo que, do ponto de vista da teoria quaˆntica de campos, deveria
ser infinita ou, pelo menos, muito grande. Apesar disso, as observac¸o˜es sugeriam
um valor ta˜o pequeno para Λ que por muito tempo a crenc¸a era em que ela fosse
de fato nula. Ate´ que se descobriu (S. Perlmutter (1999), A.G. Riess (1998)) que
seu valor na˜o era zero mas — ainda mais inesperadamente — tinha um valor
finito e extremamente pequeno (usamos aqui o valor dado por Bousso (2007)):
Λ0 = 3.142× 10−122l−2Pl . (6.1)
Com esta descoberta, a histo´ria (po´s-inflaciona´ria) do universo que obser-
vamos pode ser descrita por um ‘Modelo de Concordaˆncia’: Apo´s um per´ıodo
inicial muito quente, durante o qual o conteu´do material se encontrava em estado
ultra-relativ´ıstico, nosso universo se resfriou e passou quase toda a sua histo´ria
preenchido principalmente pela mate´ria fria, de pressa˜o nula, que compo˜e hoje as
gala´xias e as estruturas de mate´ria escura. Pouco tempo antes do esta´gio atual da
evoluc¸a˜o este cena´rio comec¸ou a mudar, com a gradual dominac¸a˜o pela constante
cosmolo´gica. Em seguida, Λ passa a ser a u´nica contribuic¸a˜o relevante para o
conteu´do do universo, e o fator de escala enta˜o se comporta como o de um espac¸o
de deSitter, a(t) ∼ exp(t/τ). E´ admira´vel que se possa descrever em linhas ge-
rais a maior parte desta histo´ria, que se passa depois da dominac¸a˜o da radiac¸a˜o,
atrave´s de uma u´nica equac¸a˜o de estado simples, como passamos a discutir.
1 Ver, por exemplo, Weinberg (2008) e Susskind (2006).
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6.1 A equac¸a˜o de estado linear
Uma generalizac¸a˜o imediata das equac¸o˜es de estado usadas nas cosmologias de
Friedmann do §2.3 e´ a adic¸a˜o de um termo politro´pico (Chavanis (2012)):1
p0 = w1 %0 − w2 %n0 ,
com w1 e w2 constantes. Os efeitos do novo termo dependem dos sinais de w2 e n.
Para n > 0 o segundo termo domina o primeiro quando a densidade de energia
e´ muito alta, e vice-versa para n < 0. Ja´ o sinal de w2 determina a natureza
“atrativa ou repulsiva” do termo politro´pico, em um sentido que ficara´ mais claro
abaixo. Equac¸o˜es de estado deste tipo podem descrever condensados de Bose-
Einstein (Chavanis (2012)), o que pode ser dado como argumento para a sua
utilizac¸a˜o na descric¸a˜o do universo primordial, onde interac¸o˜es quaˆnticas de seu
conteu´do material devem ser relevantes. No´s vamos, todavia, nos concentrar no
universo tardio, e usar o termo politro´pico para criar uma dinaˆmica inicialmente
similar a` das cosmologias de Friedmann, mas que mais tarde passa a ser dominada
por uma constante cosmolo´gica. Para tanto, consideremos um fluido que obedec¸a
a` equac¸a˜o de estado linear p0 = ω0(%0) %0, com
ω0(%0) = w1 − w2
%0
, (6.2)
w1 e w2 constantes. Quando ω0 ≈ w1, podemos usar os resultados do §2.3 para
concluir que se w1 < −1/3 ou w1 > −1/3, em uma fase muito densa o universo e´
acelerado ou desacelerado, respectivamente. Por outro lado, quando a densidade
de energia e´ pequena, o segundo termo domina, e veremos a seguir que se w2 > 0 o
universo enta˜o sofre uma expansa˜o acelerada. Por motivos de causalidade, vamos
restringir o valor de w1 ao intervalo (−1, 1) (cf. §6.4.2).
A func¸a˜o de Hubble H0(t) e´ obtida a partir de integrac¸a˜o direta da Eq.(2.24b):








Consideremos w2 > 0. A integral e´ enta˜o da forma
∫
dx/(1 − x2), com x2 =
H20/H
2









1 Ao longo de todo este cap´ıtulo usaremos o subscrito “0” para distinc¸a˜o entre grandezas na
gravitac¸a˜o usual de EH e as mesmas grandezas na GQT (a ser discutida nas sec¸o˜es posteriores).
Por exemplo, a(t) denota o fator de escala em GQT, enquanto a0(t) denota o fator de escala
quando µ = 0.
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e portanto possui duas soluc¸o˜es distintas dependendo se x > 1 ou x < 1. Para
que a soluc¸a˜o descreva um universo singular, a densidade de energia deve ser
ilimitada e, portanto, maior que o valor mı´nimo %Λ, i.e. x > 1. Enta˜o
∫
dx/(1−
x2) = arc cth(x). Se, ao contra´rio, considerarmos que a densidade de energia
do universo e´ sempre finita e menor que o valor ma´ximo %Λ, i.e. x < 1, enta˜o∫
dx/(1 − x2) = arc th(x). Neste u´ltimo caso o universo e´ eterno, na˜o-singular,
e sua dinaˆmica e´ do tipo ‘ricochete’: em t → −∞ possui uma densidade %Λ que
diminui gradualmente e se anula, para em seguida aumentar mais uma vez ate´
retornar a %Λ em t→ +∞.
Quando w2 < 0, a discussa˜o e´ similar, com as func¸o˜es trigonome´tricas hi-
perbo´licas trocadas por func¸o˜es trigonome´tricas usuais. O resultado sa˜o universos
que possuem singularidades futuras, nascendo de um big bang e recolapsando em
um intervalo de tempo finito (Linde (1999), Eroshenko (2005)).









a func¸a˜o de Hubble se escreve1


















A confirmac¸a˜o da existeˆncia de uma singularidade vem do escalar de Ricci,
R(0)(t) = −6
[

















que diverge junto com a densidade de energia em t = t0. Marcamos enta˜o o
instante t0 = 0 como ‘in´ıcio do tempo’, e vamos nos referir a esta singularidade
inicial como ‘big-bang’.
Escrevendo a0(t) = e
A0(t), temos H0(t) = A˙0(t) e integrac¸a˜o direta da Eq.(6.6)









, δ = 2
3(1+w1)
. (6.8)
1 O resultado (6.6) vale para w2 6= 0. Caso contra´rio, temos uma cosmologia de Friedmann
usual, com equac¸a˜o de estado constante.
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Fica enta˜o claro que em tempos tardios, t → ∞, o fator de escala se comporta
exponencialmente,
a0(t) ∼ exp (δt/τ) ,
e portanto o universo e´ assintoticamente de Sitter, com constante cosmolo´gica
Λ0 = 3δ
2/τ 2 = κ2w2/2(1 + w1) . (6.9)
Ale´m disso, para tempos pequenos em relac¸a˜o ao instante caracter´ısitco τ , quando
sh (t/τ) ≈ t/τ , o fator de escala se comporta com uma lei de poteˆncia t´ıpica das
cosmologias de Friedmann,
a0(t) ≈ a(0)0 (t/τ)δ .
Uma vez que sec¸o˜es do tipo espac¸o sa˜o completamente homogeˆneas, ha´ uma
liberdade de reescalonamento das distaˆncias, o que se reflete em uma certa ar-






Garantimos desta forma que a dinaˆmica do universo jovem seja explicitamente
independente de Λ0, i.e.
a0(t) ≈ (t/δ)δ , t/τ  1 .
A equac¸a˜o de estado (6.2) nos da´, assim, um modelo cosmolo´gico cuja histo´ria
comec¸a similar a` de um universo dominado por um flu´ıdo perfeito, mas que even-
tualmente passa a expandir aceleradamente, impelido por uma constante cos-
molo´gica Λ0 — precisamente o esperado pelo Modelo de Concordaˆncia. Esta des-
cric¸a˜o dos per´ıodos inicial e final do universo fixa os dois paraˆmteros da equac¸a˜o
de estado. Sabemos da Eq.(2.35) que o per´ıodo dominado por mate´ria e´ descrito
por δ = 2/3, o que implica w1 = 0. O valor de w2 fica enta˜o determinado por
(6.1). Ale´m disso, fica dado o valor do instante caracter´ıstico τ , Eq.(6.5):
τ ≈ 11.1 Gyr . (6.11)
A evoluc¸a˜o do fator de escala com o tempo se encontra na Fig.6.1, onde marca-
mos os instantes descritos acima, ale´m do instante em que o universo comec¸a a
acelerar, quando %0 = w2/(w1 + 1/3) e ω0(%0) = −1/3.
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Figura 6.1: Evoluc¸a˜o do fator de escala a0(t), em Giga-anos.
6.2 O princ´ıpio entro´pico causal e a pequena
constante cosmolo´gica
O valor desconcertante da constante cosmolo´gica levou Weinberg (1987) a for-
mular o chamado ‘Princ´ıpio Antro´pico’. Na˜o sendo poss´ıvel explicar o motivo
pelo qual o valor de Λ e´ ta˜o pequeno, vale a pena saber se, caso Λ fosse grande,
haveria a possibilidade de formac¸a˜o de vida no universo — e, consequentemente,
se haveria cientistas a fazer perguntas.
Note-se que esta condic¸a˜o antro´pica na˜o oferece, por si so´, uma explicac¸a˜o para
o problema da constante cosmolo´gica. Para que fac¸a algum sentido, o argumento
antro´pico deve estar associado a uma teoria que a) Prediga a existeˆncia de uma
colec¸a˜o de ‘va´cuos’, cada um apresentando uma constante cosmolo´gica com valor
diferente, e tais que a diferenc¸a entre dois valores consecutivos seja muito menor
do que o valor (6.1); e b) Permita transic¸a˜o dinaˆmica entre estes va´cuos. Weinberg
(1987) e Bousso (2007) citam alguns exemplos de tais teorias, a mais importante
das quais talvez seja, hoje, a Teoria de Cordas. Nestas condic¸o˜es, a explicac¸a˜o
para o valor de Λ fica dada: Existe uma infinidade de valores poss´ıveis para a
constante cosmolo´gica, que variam de va´cuo para va´cuo — em particular, e na˜o
especialmente, o nosso va´cuo onde vale (6.1). Entretanto, em va´cuos onde Λ
e´ maior que um certo valor Λmax, no´s na˜o poder´ıamos existir (supondo que a
f´ısica seja igual a` nossa, a menos deste detalhe espec´ıfico). Como, percebe-se, no´s
existimos, devemos observar Λ < Λmax.
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Isto resolve o problema se Λmax for da ordem de (6.1), e Λmax depende do
crite´rio utilizado na definic¸a˜o de “o que e´ necessa´rio para a existeˆncia de observa-
dores”. O crite´rio adotado por Weinberg (1987) foi a possibilidade de formac¸a˜o
de objetos, ligados gravitacionalmente, de tamanho suficientemente grande para
permitir a existeˆncia de estrelas e de a´tomos pesados formados por elas, ou seja:
a formac¸a˜o de gala´xias e aglomerados globulares. O resultado obtido para Λmax
foi, entretanto, treˆs ordens de grandeza maior do que o valor observado (6.1):
Λmax/Λ0 < 550 .
Mais ainda, descobertas posteriores aumentaram o valor de Λmax/Λ0 obtido pelo
argumento de Weinberg para quatro ordens de grandeza:
Λmax/Λ0 < 5500 ,
como exposto por Bousso (2007). Em suma: mesmo assumindo o argumento
antro´pico de Weinberg (1987), a constante cosmolo´gica (6.1) ainda e´ inexplica-
velmente pequena.
O Princ´ıpio Entro´pico Causal.
Uma reformulac¸a˜o do Princ´ıpio Antro´pico dapaz de explicar com mais sucesso
o valor da constante cosmolo´gica foi dado por Bousso (2007). O argumento se
divide em duas partes, como segue. Por um lado, se um observador obedece as
leis da termodinaˆmica, medic¸o˜es — i.e. observac¸o˜es — aumentam a entropia,
cuja produc¸a˜o pode enta˜o ser tomada como uma medida proporcional ao nu´mero
de observadores. Por outro lado, baseado na unitariedade de processos quaˆnticos
envolvendo horizontes de eventos, e´ de se esperar que a medic¸a˜o da entropia feita
por um observador deve se restringir a` regia˜o que lhe e´ causalmente acessv´el.
Esta regia˜o e´ chamada de ‘diamante causal ’, e seu volume depende do valor da
constante cosmolo´gica, como se vai detalhar mais adiante.
A proposta de Bousso (2007), batizada de ‘Princ´ıpio Entro´pico Causal ’, se
constitui enta˜o no seguinte: Ha´ maior probabilidade de surgimento de vida, ou
melhor: existem mais observadores, em um va´cuo onde a constante cosmolo´gica e´
tal que o volume do diamante causal seja ma´ximo durante a ma´xima produc¸a˜o de
entropia no seu interior. Esta entropia, seja observado, na˜o inclui a contribuic¸a˜o
da entropia de horizontes, que sa˜o um fenoˆmeno puramente gravitacional, na˜o
conectado com “observac¸o˜es” pass´ıveis de serem chamadas, em qualquer grau, de
antro´picas.
Uma estimativa da taxa de produc¸a˜o de entropia no nosso universo foi enta˜o
realizada, avaliando-se a contribuic¸a˜o de diversos processos como, por exemplo,
a explosa˜o de supernovas e a entropia produzida por gala´xias com nu´cleos ativos.
A conclusa˜o a que se chega e´ de que a contribuic¸a˜o mais significativa para a
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produc¸a˜o de entropia e´ proveniente da luminosidade de estrelas ao ser refletida e
termalizada por poeira co´smica.1
A dependeˆncia temporal da produc¸a˜o de entropia pode ser enta˜o estimada,
para o nosso universo, atrave´s de uma ana´lise fenomenolo´gica da taxa de formac¸a˜o
estelar. O resultado obtido por Bousso (2007) se encontra resumido na Fig.6.2,
que mostra a taxa de produc¸a˜o de entropia dS/dt por unidade de volume do
diamante causal. O formato da curva e´ consequeˆncia da alta taxa de formac¸a˜o de
estrelas no universo jovem e denso, que tem um pico por volta de 2.5 Gyr, depois
do que comec¸a diminuir exponencialmente. As estrelas vivem, entretanto, por
um per´ıodo de tempo considera´vel (umas mais, outras menos) apo´s sua formac¸a˜o,
resultando na cauda da curva mostrada.
Figura 6.2: Taxa de produc¸a˜o de entropia ao longo da histo´ria do universo.
Gra´fico retirado de Bousso (2007).
Sabendo o perfil da dependencia temporal da taxa de produc¸a˜o de entropia
no nosso universo, resta saber como e quanto muda esta distribuic¸a˜o ao se variar
o valor da constante cosmolo´gica. Ocorre que a dinaˆmica estelar e´ efetivamente
independente dos efeitos cosmolo´gicos de Λ, que atuam em escala muito maior.
A u´nica maneira com que esta pode influenciar aquela e´ atrave´s da supressa˜o da
1Repare que a ida do leitor a` praia e´ um exemplo de tal processo.
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formac¸a˜o de halos de mate´ria — berc¸a´rios de estrelas — devido a uma poss´ıvel
expansa˜o muito ra´pida causada por valores grandes de Λ. Este efeito e´ muito
teˆnue, e a conclusa˜o de Bousso (2007) e´ de que na˜o ha´ mudanc¸as significativas
para uma variac¸a˜o de Λ uma ordem de grandeza maior ou menor que o valor em
(6.1). Isto era de se esperar, devido ao pro´prio resultado de Weinberg (1987).
A influeˆncia da constante cosmolo´gica no princ´ıpio entro´pico causal, conclui-
se, e´ restrita ao volume do diamante causal e, veremos, ela sera´ suficiente para pre-
dizer o valor de Λ. A bem da verdade, como observado por Bousso (2007), a subs-
tituic¸a˜o da condic¸a˜o “existeˆncia de gala´xias”, presente no argumento antro´pico
original, pela condic¸a˜o muito menos restritiva de que “observadores obedecem
as leis da temordinaˆmica” so´ e´ de fato poss´ıvel por consequeˆncia da restric¸a˜o a`
regia˜o causalmente acess´ıvel, o diamante causal.
6.3 A predic¸a˜o da Constante Cosmolo´gica
Diamantes causais.
Um diamante causal (Bousso (2000)) C (p, q) gerado pelos pontos p e q, com q no
futuro causal de p, e´ a regia˜o do espac¸o-tempo composta da intersec¸a˜o do futuro
causal de p com o passado causal de q.
Em outras palavras, trata-se da regia˜o de-
limitada pelo cone de luz futuro de p e o cone
de luz passado de q. Em um diagrama de
Penrose, onde geode´sicas nulas sa˜o represen-
tadas por linhas retas a ±45o, C (p, q) possui
de fato a forma de um “diamante”. Para ob-
ter o diagrama de Penrose, e´ necessa´rio re-
alizar a troca de coordenadas passando do
tempo co´smico t para o tempo conforme η =∫ t
dt/a(t); feito isto, a “altura” do diagrama
de C (p, q) fica dada por ∆η = η(q) − η(p).
A cada instante conforme η ∈ [η(p), η(q)],
o diamante causal define uma regia˜o espa-
cial de raio r(η) ao redor do observador.
A equac¸a˜o de r(η) e´ a equac¸a˜o das retas no espac¸o r-η do diagrama de Penrose, e








A porc¸a˜o do diamante a meio caminho entre p e q, i.e. onde η = ∆η/2 — e
portanto r = ∆η/2 — e´ chamada de quina do diamante. Lembre que cada ponto
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no diagrama de Penrose descreve uma 2-esfera espacial, e em particular a quina
do diamante e´ uma 2-esfera espacial de raio r = ∆η/2.
Em espac¸os completamente homogeˆneos, como e´ o caso das
me´tricas FRW, e´ irrelevante a posic¸a˜o espacial dos pontos p e q,
que tomaremos (ambas) como a origem do sistema de coordena-
das. O diagrama causal fica enta˜o determinado pela distaˆncia
temporal entre p e q. No que segue, vamos considerar diaman-
tes causais onde q esta´ no futuro infinito,1 i.e. t → ∞. Por
outro lado, p vai ser dado pelo instante em que a entropia se
anula.
O volume do diamante.
O tempo conforme e´ dado pela Eq.(I.4) sem a constante de
integrac¸a˜o, i.e.
















Posicionando a ponta inferior do diamante em t = 0, temos






































A cada instante conforme η, o volume espacial delimitado pelo diamante causal
e´ dado pela fo´rmula (6.12). Na “metade superior do diamante”, i.e. para |η| <















































Repare que a metade superior do diamante e´ delimitada pelo horizonte de eventos
futuro, enquanto a metade inferior e´ delimitada pelo horizonte de part´ıculas.
1Uma descric¸a˜o de diamantes causais “pequenos” e “grandes” pode ser encontrada em
Gibbons (2007a,b).
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Para obter resultados nume´ricos qualitativos, e´ necessa´rio restaurar as unidades
corretas nas fo´rmulas acima, que se encontram em unidades de Planck.1





onde r(t) e´ dado pela “colagem” das duas func¸o˜es (6.15) e (6.16) na quina do
diamante. O resultado se encontra na Fig.6.3, onde esta˜o os gra´ficos correspon-
dentes a treˆs valores distintos da constante cosmolo´gica. Em destaque, no gra´fico
(a), encontra-se a evoluc¸a˜o para o valor observado Λ0 = 3.142× 10−122× l−2Pl ; nos
outros gra´ficos, mostramos o efeito de se ter a constante cosmolo´gica uma ordem
de grandeza maior (b) ou menor (c) do que o valor observacional.
A grande informac¸a˜o que se tira dos gra´ficos na Fig.6.3 e´ que o volume ma´ximo
do diamante causal no nosso universo ocorre em excelente concordaˆncia com o
pico da taxa de produc¸a˜o de entropia, exposto na Fig.6.2. Mais ainda, os ma´ximos
dos volumes dos diamantes correspondentes a Λ uma ordem de grandeza maior
ou menor que o valor (6.1) ocorrem em instantes que diferem muito do valor
desejado, fornecendo uma selec¸a˜o clara a favor de Λ ∼ 10−122 × l−2Pl .
(b) (a)
(c)























Figura 6.3: Evoluc¸a˜o do volume como´vel do diamante causal em gravitac¸a˜o EH
para diversos valores da constante cosmolo´gica: (a) Λ(a) = 3.142× 10−122 × l−2Pl ;
(b) Λ = 10× Λ(a) ; (c) Λ = 0.1× Λ(a).
1 As dimenso˜es de cada grandeza sa˜o obtidas multiplicando-se, quando necessa´rio, por lPl,
tPl, com a conversa˜o correta. Usaremos como unidade de distaˆncia o Megaparsec [Mpc], e como
unidade de tempo o Giga Ano [Gyr].
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Observac¸a˜o: Existe uma certa liberdade de normalizac¸a˜o do raio como´vel do
diamante causal r(t), e consequentemente do volume como´vel (6.17), proveniente
da liberdade de normalizac¸a˜o do fator de escala (que muda a constante 1/a
(0)
0 nas
Eqs.(6.15) e (6.16)).1 Esta ambiguidade na˜o afeta os valores de raio e volume
f´ısicos, mensura´veis, do diamante causal, uma vez que ao se multiplicar r(t) pelo





Por causa do fator 1040 que aparece na normalizac¸a˜o (6.10) do fator de es-
cala, ao se avaliar Vc(t) sem fazer um reescalonamento de r(t) obtemos um re-
sultado com uma ordem de grandeza 120 vezes menor ((10−40)3 = 10−120) do
que mostrado na Fig.6.3. Este valor e´ tambe´m 120 ordens de grandeza menor
do que os valores f´ısicos do volume como´vel, por conta do cancelamento do fator
1/a
(0)
0 ∼ 10−40 que acabamos de discutir.
Para contornar essa discrepaˆncia imensa de ordens de grandeza entre o vo-
lume f´ısico e o como´vel, multiplicamos o volume causal Vc(t) pelo fator de escala
avaliado no instante de transic¸a˜o entre o domı´nio de poeira e o domı´nio da ener-





]3 × Vc(t) ≈ 4.33× 10122 × Vc(t) . (6.18)
Repare que a multiplicac¸a˜o na˜o equivale a transformar o volume como´vel em
volume f´ısico, pois na˜o estamos multiplicando pela func¸a˜o a(0)(t), mas apenas





6.4 Equac¸a˜o de estado efetiva
Vamos assumir que as correc¸o˜es da ac¸a˜o de EH na˜o alterem a relac¸a˜o funcional
entre as componentes do tensor de energia-momento da mate´ria pura. Ou seja, a
equac¸a˜o de estado linear (6.2) continua sendo satisfeita por %0 e p0. Mas sabemos
que na gravitac¸a˜o quase-topolo´gica na˜o e´ mais T
(0)
µν a grandeza observa´vel, e sim
o tensor efetivo com componentes %eff e peff = ωeff(%eff) %eff . A nova equac¸a˜o de
estado deve depender explicitamente de µ, que entra diretamente na relac¸a˜o entre
%eff e %0. De fato, dividindo as Eqs.(4.26) e (4.29), obtemos
1 + ωeff(%eff) =
1− µL4κ4%2eff/36
1− µL4κ4 %2eff/12
(1 + ω0(%eff)) , (6.19)
onde ω0(%eff) denota abreviadamente ω0(%0(%eff)), cf. Eq.(4.30). Note que a
fo´rmula acima e´ na verdade geral, e vale para qualquer func¸a˜o ω0(%0) (e.g. ω0 =
1E´ a mesma liberdade que se tem de reescalonar o raio como´vel de um horizonte de enventos.
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constante). Quando nos aproximamos de uma singularidade e %eff diverge, temos
ωeff ≈ 1
3
(ω0 − 2) ;
logo mesmo para ω0 . 1, o que para µ = 0 implicaria em um universo “o
mais desacelerado poss´ıvel”, quando µ 6= 0 temos ωeff . −1/3. Repare que isto
independe do valor de µ, desde que %eff seja grande o suficiente para que o limite
acima seja tomado. Assim, quando ha´ uma singularidade inicial, a gravitac¸a˜o
quase-topolo´gica cria um per´ıodo de acelerac¸a˜o no in´ıcio da vida da universo.
Em particular, para a equac¸a˜o de estado (6.2), temos








Na Fig.6.4 comparamos a equac¸a˜o de estado evoluindo na gravitac¸a˜o EH com a
evoluc¸a˜o na GQT. Fica claro a diferenc¸a˜ entre ambas a´ medida que a densidade







Figura 6.4: Paraˆmetros da equac¸a˜o de estado em func¸a˜o da densidade de energia.
Linha tracejada: Equac¸a˜o de estado linear, ω0(%0), Eq.(6.2) ; Linha cont´ınua:
Equac¸a˜o de estado efetiva, ωeff(%eff), Eq.(6.20).
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6.4.1 O per´ıodo inicial de acelerac¸a˜o
Para a equac¸a˜o de estado (6.20), ha´ evidentemente dois per´ıodos de acelerac¸a˜o
na histo´ria do universo: aquele criado pelos efeitos da GQT, e o um per´ıodo final
de acelerac¸a˜o induzido pelo termo politro´pico da equac¸a˜o original, (6.2). Para
determinar os valores de %eff onde acabam e onde comec¸am, respectivamente, tais
per´ıodos, devemos resolver a equac¸a˜o cu´bica
(w1−1)
36
κ4 µL4 %3eff − 3w1+13 %eff + w2 = 0 , (6.21)
obtida da Eq.(6.20), ao se impor ωeff = −1/3.
No caso EH a u´nica ra´ız desta equac¸a˜o e´ aquela que determina o instante do
in´ıcio da acelerac¸a˜o na Fig.6.1. Quando µ 6= 0, ha´ treˆs ra´ızes, pelo menos uma
delas real, que vamos denotar por %1,2,3. Os extremos do polinoˆmio cu´bico (6.21)
ocorrem nos pontos em que a derivada (em respeito de %eff) se anula, i.e. em




Vamos supor µ < 0 e w1 > −1/3, de forma que a ra´ız quadrada acima e´ real,
e temos um extremo em valores positivos de %eff e outro em valores negativos
1.
Portanto se ha´ mais de uma raiz real, ao menos uma delas e´ positiva e outra,
negativa. Para saber o sinal da terceira ra´ız (caso todas sejam reais), usamos as
fo´rmulas de Vie´ta, que da˜o
%1 %2 %3 = − 36w2(w1−1)κ4L4µ < 0.
Portanto, se treˆs ra´ızes forem reais, duas sa˜o positivas; se duas ra´ızes forem reais,
uma e´ positiva e outra negativa; e se apenas uma ra´ız for real, ela e´ negativa.
Para determinar a quanitidade de ra´ızes reais, devemos olhar para o discrimi-
nante da equac¸a˜o (6.21):
∆ =
4 [81w22(w1 − 1)κ4 L4µ− 16(3w1 + 1)3]
(w1 − 1)3κ12L12µ3 . (6.22)
O denominador e´ positivo, e o termo entre chaves no numerador controla o sinal
global. Levando em considerac¸a˜o a ana´lise dos sinais das ra´ızes reais feita acima,
(a) L4|µ| > 16(3w1 + 1)
3
81(1− w1)κ4w22
⇒ ∆ > 0⇒ Nenhuma raiz positiva
(b) L4|µ| = 16(3w1 + 1)
3
81(1− w1)κ4w22
⇒ ∆ = 0⇒ Apenas 1 raiz positiva
(c) L4|µ| < 16(3w1 + 1)
3
81(1− w1)κ4w22
⇒ ∆ < 0⇒ 2 ra´ızes positivas distintas
1 Soluc¸o˜es da equac¸a˜o cu´bica para as quais %eff < 0 devem evidentemente ser fisicamente
descartadas ao fim da ana´lise.
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O valor cr´ıtico L4µ = − 16(3w1+1)3
81(1−w1)κ4w22 representa enta˜o o valor do acoplamento
gravitacional para o qual o per´ıodo inicial de acelerac¸a˜o do universo, devido a`
GQT, se estende tanto que termina exatamente no instante em que comec¸a o
per´ıodo final de acelerac¸a˜o, devido a` constante cosmolo´gica. Ha´ enta˜o apenas
um u´nico instante em que o universo possui acelerac¸a˜o nula. Se L4|µ| for maior
que este valor cr´ıtico, a expansa˜o nunca deixa de ser acelerada. Os gra´ficos da
equac¸a˜o de ωeff(%eff) correspondendo a valores de µ para cada um dos casos (a),
(b) e (c) acima esta˜o dados na Fig.6.5. A t´ıtulo de refereˆncia, damos o valor
cr´ıtico acima para o caso f´ısico de Bousso (2007):
µL4 = − 16(3w1+1)3











Figura 6.5: Nu´mero de per´ıodos de acelerac¸a˜o.
Expresso˜es exatas para as ra´ızes %1,2,3 sa˜o dadas pelas fo´rmulas de Cardano.
Interessa-nos apenas o caso em que ha´ treˆs ra´ızes reais, digamos: %3 < 0 e 0 <
%1 < %2 marcando, respectivamente, os per´ıodos final e inicial de acelerac¸a˜o.
Neste caso, as fo´rmulas de Cardano podem ser escritas na forma trigonome´trica:







































O ordenamento acima considera |µ|  1. Note que com estas equac¸o˜es, e´ poss´ıvel
calcular os instantes na histo´ria do universo em que ocorre a mudanc¸a de expansa˜o
acelerada para desacelerada. Para isto, basta usar a Eq.(6.35). Pode-se, inclusive,
calcular a durac¸a˜o do per´ıodo de desacelerac¸a˜o, que fica dada por t(%2)− t(%1).
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6.4.2 Velocidade do som
Desejamos que o mo´dulo da velocidade do som, dada pela Eq.(2.39), obedec¸a o
intervalo f´ısico (2.40). A equac¸a˜o de estado linear (6.2) possui a caracter´ıstica
nota´vel de que mesmo durante o per´ıodo de expansa˜o acelerada temos v20 =
∂p0/∂%0 = w1, e a velocidade do som e´ real se w1 ≥ 0. Repare que esta conclusa˜o
e´ va´lida tanto em gravitac¸a˜o EH quando em GQT, uma vez que a relac¸a˜o funcional
p0 = ω0(%0) %0 permanece inalterada em ambos os casos. A requisic¸a˜o de que a
velocidade do som na˜o ultrapasse a da luz justifica a escolha do intervalo −1 <
w1 < 1 dada no §6.1.
De posse da Eq.(6.20) podemos escrever a velocidade efetiva do som, no fluido
efetivo de densidade %eff e pressa˜o peff = ωeff(%eff) %eff :
v2eff =
w1 + κ4L4µ%2eff (1− w2/%eff) /6 + κ8L8µ2(w1 − 2)%4eff/432
(1− µL4κ4%2/12)2 . (6.27)
Podemos demonstrar que −1 < v2eff < 1, se µ < 0 e |w1| < 1. Primeiro olhemos o
lado direito da desigualdade, que se resume a
432(w1 − 1) + 72κ4L4µ%2eff(2− w2/%eff) + κ8L8µ2%4eff(w1 − 5) < 0 .
Ocorre que quando |w1| < 1, o primeiro e o u´ltimo termos do membro esquerdo da
desigualdade sa˜o negativos. O segundo termo tambe´m e´ negativo para µ < 0, pois
em um universo singular temos sempre %eff ≥ w2. Logo, e´ verdade que v2eff < 1.
Agora confirmamos o lado esquerdo da desigualdade. Se v2eff > −1, enta˜o
432(1 + w1)− 72κ4L4µw2%eff + (1 + w1)κ8L8µ2%4eff > 0 .
Quando µ < 0, todos os termos sa˜o claramente positivos se |w1| < 1, e fica
mostrado o que afirmamos.
Entretanto, quando µ > 0, as desigualdades deixam de ser verdade. Neste
caso a condic¸a˜o v2eff < 1 so´ e´ obedecida se
72κ4L4µ%2eff(2− w2/%eff) < 432(1− w1) + κ8L8µ2%4eff(5− w1) ,
ou
72κ4L4µ%eff(2%eff − w2) < 432(1− w1) + κ8L8µ2%4eff(5− w1) .
Na˜o e´ trivial determinar os limites de %eff onde vale a desigualdade acima — para
tal devemos encontrar as soluc¸o˜es de uma equac¸a˜o polinomial qua´rtica. Mas na˜o
e´ necessa´rio saber exatamente para quais densidades se tem v2eff = 1 para saber
que para certos valores de %eff de fato v
2
eff > 1. Basta olhar a Eq.(6.27) para ver
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que quando %eff →
√
12/µL4κ4, i.e. no va´cuo topolo´gico, o denominador tende









Para pequenos valores de µL4 (lembremos ainda que w2, igual a` densidade final
do universo, tem um valor muito pequeno), a expressa˜o acima e´ positiva1 para
|w1| < 1, logo
v2eff →∞ .
Assim, quando µ > 0 ha´ uma regia˜o com se´rios problemas de causalidade perto
do va´cuo topolo´gico.
6.4.3 Valores f´ısicos de λ e µ
Escolha de L.
Ao contra´rio dos mu´ltiplos va´cuos do §5.4.3, aqui existe uma escolha evidente
para a constante cosmolo´gica a ser usada para definir a escala introduzida pela
GQT atrave´s da Eq.(4.18): Podemos utilizar o valor observado (6.1). Neste caso,
L =
√
3/Λ0 ≈ 9.77× 1060 × lPl . (6.28)
Esta e´ uma escolha puramente gravitacional — de fato a u´nica escala gravitacional
a aparecer na ac¸a˜o no limite t → ∞. Para que os efeitos das correc¸o˜es quase-
topolo´gicas sejam va´lidos apenas em escalas de energia compara´veis a`quelas do
in´ıcio do Universo, da ordem da energia de Planck, e´ enta˜o necessa´rio que
|µ| ∼ (lPl/L4) ∼ 10−244 .
No´s vamos adotar no que segue a normalizac¸a˜o (6.28), em contraste com o que
fora adotado no Cap´ıtulo 5. Os valores extremamante pequenos de |λ| e |µ| que
obteremos na ana´lise fenomenolo´gica seguinte devem ser enta˜o encarados como
uma consequeˆncia do (curioso) valor da constante cosmolo´gica no nosso Universo.
Lembramos ainda que sempre podemos redefinir L para, digamos, o comprimento
de Planck atrave´s das Eqs.(4.20).
O per´ıodo de acelerac¸a˜o.
Desejamos determinar para qual faixa de valores de µ e λ as mudanc¸as da equac¸a˜o
de estado descritas acima ocorrem com valores fisicamente aceita´veis. Mais preci-
samente: desejamos que o per´ıodo inicial de acelerac¸a˜o gerado pela GQT ocorra
1Vale notar que, seja qual for o sinal do numerador, ele e´ finito, e portanto de qualquer
maneira v2eff → ±∞.
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para densidades de energia na˜o muitas ordens de grandeza menores que a densi-
dade de Planck. Digamos que %2 seja n ordens de grandeza menor que %Pl, com
n a ser escolhido a partir de diferentes crite´rios; 10−n × %Pl . %2 . %Pl. Para
estimar o valor de µ, usamos a fo´rmula (6.25). Se |µ|  1, cos(θ/3) ∼ 1, e




4|µ|)−1/2 . %Pl .


















Linde (2008) estima que valores real´ısticos para a densidade de energia do
universo durante a inflac¸ca˜o (ao menos no contexto de inflac¸a˜o cao´tica) sejam
tais que o per´ıodo inflaciona´rio ocorre para densidades de energia na faixa de
ordens de grandeza entre 10−12 × %Pl . % . %Pl, i.e. n = 12 nas fo´rmulas
acima. Considerando o per´ıodo inicial de acelerac¸a˜o como uma fase inflaciona´ria,
dever´ıamos ter enta˜o
µ . −10−218 , n = 12 (6.30)
para que a inflac¸a˜o terminasse na faixa de energia estimada por Linde. O gra´fico










Figura 6.6: Equac¸a˜o de estado efetiva para µ = −10−218, de modo que o per´ıodo
de acelerac¸a˜o inicial termina para densidades de energia ∼ 10−12 × %Pl.
tada em escala logaritmica, deixando evidente o fato de que durante a grande
parte de sua vida o universo e´ dominado por mate´ria fria com ωeff = 0 — Vale
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lembrar, entretanto, que o curto intervalo para o qual ωeff entra no per´ıodo final
de acelerac¸a˜o, com %eff/%Pl,. 10−121, dura eternamente. Para densidades maiores
que %Pl, na˜o ha´ muito sentido em descrever o espac¸o-tempo. Em verdade, nem
em densidades %eff . %Pl esperamos que GQT seja uma correc¸a˜o suficiente para
a ac¸a˜o de EH.
Restric¸o˜es entro´picas.
No mesmo esp´ırito, devemos considerar os resultados do §4.5.1 para na˜o permitir
que as restric¸o˜es entro´picas censurem energias muito baixas.
Uma vez que a equac¸a˜o de estado na˜o muda ao se variar λ, este pode ser
escolhido de forma que para qualquer valor de µ < 0 tenha-se %GQT dentro de
uma faixa desejada. Por exemplo: digamos que se escolha µ = −10−218 (Fig.6.6),












= −9.470× 10−120 .
Da mesma maneira, podemos escolher λ de forma a posicionar a densidade de
energia ma´xima %GQT antes ou depois do per´ıodo de acelerac¸a˜o inicial. O per´ıodo
de acelerac¸a˜o inicial da Fig.6.6 termina em %eff = 8.66×10−13×%Pl, e substituindo
este valor para %GQT na Eq.(4.67) com µ = −10218 temos que se λ = −2.618 ×
10−110 a entropia se anula exatamente no fim do primeiro per´ıodo de acelerac¸a˜o (e
portanto ele pertence inteiro a` fase “na˜o f´ısica” da histo´ria do universo). Podemos
“cortar” uma parte ainda maior do in´ıcio da histo´ria do universo, escolhendo %GQT
cada vez menor. Assim, para o mesmo valor de µ, se escolhermos por exemplo
%GQT = 10
−30 × %Pl, ficamos com λ = 7.855 × 10−92, etc. Estes resultados se
encontram na Fig.6.7. E´ evidente que um procedimento completamente ana´logo
e´ va´lido seja qual for o valor de µ < 0.







Por outro lado, para pequenos valores de |µ|, vemos da Eq.(6.25) que
%2 ≈ 4κ2L2 |µ|
−1/2, (6.31)
onde fixamos w1 = 0. Poranto, no caso QTG “puro” em que λ = 0, para |µ|
pequeno, a entropia se anula muito perto do fim do per´ıodo de acelerac¸a˜o inicial.
114
6. Cosmologia Quase-Topolo´gica e a Equac¸a˜o de Estado Linear
(i)(ii)(iii)









Figura 6.7: Equac¸a˜o de estado efetiva (linha so´lida preta) e entropia do horizonte
aparente (linhas vermelhas), para µ = −10−218 e (i) λ = −1.047 × 10−98 ; (ii)
λ = −2.618× 10−110 ; (iii) λ = 7.855× 10−92.
6.5 Gravitac¸a˜o Quase-Topolo´gica e o princ´ıpio
entro´pico causal
6.5.1 O tempo como func¸a˜o da func¸a˜o de Hubble
Usando a equac¸a˜o de estado (6.2) e combinando ambas as Eqs.(4.26) de modo a
eliminar %0, temos
(1− 3µL4H4) H˙ = −3
2
H2 (1− µL4H4) (1 + w1) + κ24 w2 . (6.32)
Esta e´ a equac¸a˜o que rege a dinaˆmica do espac¸o-tempo. Ela fornece uma fo´rmula







H6 + pH2 + q
dH , (6.33)
onde
p = −1/L4µ ; q = κ2w2/6L4µ(1 + w1) . (6.34)
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esta´ representado na Fig.6.8(a), como a curva so´lida, preta, acompanhada, em
tracejado, pela soluc¸a˜o da gravitac¸a˜o EH. No´s consideramos apenas o “ramo”
direito da curva, em que H > h1 > 0; o ramo central, percorrendo um intervalo
limitado de H em um tempo infinito, e´ simplesmente a soluc¸a˜o do tipo ricochete
mencionada no §6.1. Na Fig.6.8(a) temos t0 < 0, mas podemos ajustar livremente







Figura 6.8: O tempo em func¸a˜o da func¸a˜o de Hubble.
6.5.2 Aproximac¸a˜o de primeira ordem para grandezas dinaˆmicas
A fo´rmula para t(H) dada pela Eq.(6.35) na˜o pode ser invertida para obtermos
H(t), impedindo a descric¸a˜o exata das grandezas dinaˆmicas como %eff(t) e a(t).
Todavia e´ poss´ıvel encontrar uma fo´rmula aproximada paraH(t) se considerarmos
o acoplamento gravitacional como perturbativo, i.e. |µ|  1, e expandirmos a
Eq.(6.32) em se´ries de poteˆncia de µ:
H(t;µ) = H0(t) + µH1(t) + µ
2H2(t) + · · · (6.36)
Por economia de notac¸a˜o, vamos omitir temporariamente a escala da QTG, L.Ate´
primeira ordem em µ, temos
H˙0 + µ
(








ou seja, devemos resolver o par de equac¸o˜es






0 − 32H0 (2H1 −H50 ) (1 + w1) ,
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cuja segunda equac¸a˜o se simplifica ao eliminarmos H˙0 a partir da primeira:











− 3(1 + w1)H0H1 . (6.38)
A soluc¸a˜o da equac¸a˜o de ordem zero, H0(t), e´ simplesmente a func¸a˜o de Hubble
do caso EH, dada pela Eq.(6.6), como era de se esperar. A partir dela, pode-
mos integrar a equac¸a˜o de primeira ordem em µ (6.38), uma equac¸a˜o diferencial






[−∫ zP (x) dx] dz + constante} ,
onde
P (t) = −3(1 + w1)H0(t− t0) ; Q(t) = −3H40 (t− t0)
[





















Analisemos agora a integral I =
∫ t
Q(z) exp
[−∫ zP (x) dx] dz. Podemos escrever
I = − κ6 w32
24(1+w1)2
∫




cth2 [(t− t0)/τ ]− 12
}
dt





























Portanto, definindo1 H˜1 = −κ6w32 τL4/72(1 + w1)2 e introduzindo a constante




































A constante de integrac¸a˜o h pode ser fixada como nula sem nenhum preju´ızo,
o que equivale a considerar apenas a soluc¸a˜o da equac¸a˜o diferencial inomogeˆnea
(6.38). Resta a liberdade sobre o tempo inicial, t0, que fixamos de acordo com a
Eq.(H.5) de maneira que a singularidade ocorra em t = 0.
Na Fig.6.9 trac¸amos, simultaneamente, a func¸a˜o de Hubble H0(t) da gra-
vitac¸a˜o de EH (linha pontilhada, cinza), a aproximac¸a˜o de primeira ordem H0(t)+
1 Note que restauramos a unidade correta de H1(t), viz. [H1] = [H0] = L
−1.
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µH1(t) (linha tracejada, preta) e a func¸a˜o de Hubble exata, obtida por inversa˜o
gra´fica1 da fo´rmula exata (6.35). Fica claro que a aproximac¸a˜o de primeira ordem
e´ boa para tempos muito pro´ximos e posteriores ao ponto t∗ em que H0(t)+µH1(t)
possui um ma´ximo. Pore´m, para t < t∗, a aproximac¸a˜o se comporta de maneira
muito problema´tica, e na˜o podemos utiliza´-la. O motivo da divergeˆncia entre
amdas as curvas e´ que a func¸a˜o H1(t) diverge mais rapidamente que o termo de
ordem zero, H0(t), ao nos aproximarmos da singularidade; assim, quanto menor
o valor de |µ|, menor o valor de t∗.
t
H
Figura 6.9: Func¸a˜o de Hubble H(t): Na gravitac¸a˜o de EH (linha pontilhada,
cinza) ; Em GQT, exata (linha preta so´lida) ; Em GQT, com aproximac¸a˜o de
primeira ordem em µ (linha preta tracejada).
Tendo em ma˜os uma fo´rmula aproximada para a func¸a˜o de Hubble, fica dada
a evoluc¸a˜o temporal da densidade de energia. Em primeira ordem em µ,
% = 6κ2 (H0 + µH1)
2 ≈ 6κ2H20 + 12κ2µH0H1 .
A func¸a˜o de ordem zero e´ dada pela Eq.(6.7), e podemos escrever, com (6.6) e









































Na Fig.6.10 mostramos a comparac¸a˜o entre o comportamento de %(t) na gra-
vitac¸a˜o EH (linha cinza pontilhada), e em GQT (linhas pretas). A func¸a˜o exata
1Usando Mathematica.
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%eff(t), esta´ representada pela linha so´lida, obtida por inversa˜o gra´fica da func¸a˜o
exata t(%eff), Eq.(6.35), enquanto a correc¸a˜o em primeira ordem em µ e´ dada pela
linha preta tracejada. O comportamento problema´tico de H0(t) + µH1(t) induz
a discrepaˆncia entre a densidade exata e a aproximada.
t
Ρ
Figura 6.10: Evoluc¸a˜o da densidade de energia (efetiva) para gravitac¸a˜o EH (linha
cinza pontilhada) ; Para GQT, exata (linha preta cont´ınua) ; Para GQT, em
primeira ordem em µ (linha preta tracejada).
Para determinar a correc¸a˜o de primeira ordem para o fator de escala, escreve-
mos a(t) = eA(t), de forma que H(t) = A˙(t), e usamos as fo´rmulas (6.6) e (6.39).



























a(t) = exp [A0(t) + µA1(t) + · · · ] ≈ a0(t) [1 + µA1(t)] ,
temos




























Na Fig.6.11, mostramos a evoluc¸a˜o temporal do fator de escala, tanto para a
gravitac¸a˜o EH (curva cinza pontilhada), i.e. a0(t), quanto a correc¸a˜o em primeira
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ordem em µ, i.e. a(t) = a0(t) + µa1(t) (curva so´lida). Vemos que ela falha a`
medida que se aproxima muito da singularidade. Ao contra´rio do caso de H(t) (e
de %eff(t), discutido mais adiante), na˜o podemos desenhar o gra´fico de a(t) exato,
pois precisar´ıamos de uma fo´rmula diferencia´vel de H(t) exata, impossibilitando
o me´todo de inversa˜o gra´fica utilizado nas Figs.6.10 e 6.9.
t
a
Figura 6.11: Evoluc¸a˜o do fator de escala para gravitac¸a˜o EH (linha cinza ponti-
lhada) e com correc¸a˜o de primeira ordem em µ (linha so´lida).
Correc¸a˜o para a constante cosmolo´gica.
Quando t → ∞, o espac¸o-tempo se torna de Sitter com constante cosmolo´gica
efetiva
Λeff = 3H
2 ≈ 3H20 + µ 6H0H1 .






















onde usamos a Eq.(6.5). Logo, para |µ|  1, podemos inverter a relac¸a˜o (4.33),
para obter a constante cosmolo´gica observa´vel a partir da constante cosmolo´gica
nua:
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Este mesmo resultado, evidentemente, pode ser encontrado ao se resolver a equac¸a˜o
cu´bica (4.33), que so´ possui uma raiz real, para Λeff . Repare que como µ < 0,
observa-se uma constante cosmolo´gica menor do que a presente na ac¸a˜o.
6.5.3 Validade da aproximac¸a˜o
Vimos que as fo´rmulas aproximadas para as grandezas f´ısicas em func¸a˜o do tempo,
derivadas, no para´grafo anterior deixam de ser va´lidas nas vizinhanc¸as da singu-
laridade, e e´ importante analisar mais detalhadamente ate´ onde elas sa˜o de fato
u´teis. Mais especificamente, desejamos responder se temos, por exemplo, fo´rmulas
va´lidas das grandezas f´ısicas como func¸o˜es do tempo durante o per´ıodo inicial de
acelerac¸a˜o.
Vamos considerar que as aproximac¸o˜es de primeira ordem sa˜o va´lidas para
t > t∗, onde t∗ e´ o instante em que a curva %0(t)+µ%1(t) possui um ma´ximo. Essa
escolha se justifica porque para t < t∗ a aproximac¸a˜o chega a ser qualitativamente
errada: enquanto a func¸a˜o exata e´ sempre decrescente, antes de t∗ a aproximac¸a˜o
fornece uma func¸a˜o crescente. Ale´m disso, como se pode ver das Figs.6.10 e 6.12,
a curva aproximada em t∗ permanece razoavelmente pro´xima da curva exata.
Apo´s derivarmos a func¸a˜o %0(t) + µ%1(t) dada pelas Eqs.(6.7) e (6.40), e ex-
pandirmos para pequenos valores de t, ao igualar o resultado1 a zero — condic¸a˜o








(t− t0)4 + 50τ 3 (t− t0)2 + 30τ 5 = 0 .
O termo de menor ordem em |µ| obtido das soluc¸o˜es reais desta equac¸a˜o nos da´








Vemos que de fato t∗ → 0 a` medida que µ → 0, e a qualidade da aproximac¸a˜o
de primeira ordem pode ser aumentada indefinidamente diminuindo-se o acopla-
mento gravitacional.
Entretanto, sabemos dos §§6.4.1, 6.4.3 que ao diminuirmos |µ| fazemos com
que o per´ıodo de acelerac¸a˜o inicial termine cada vez mais cedo (isto e´, em densi-
dades de energia cada vez maiores). Para calcular o instante tac em que termina
a acelerac¸a˜o, substituimos a densidade (6.31) na Eq.(6.35), e expandimos para
1 O processo e´ tedioso, mas trivial. Trata-se da derivac¸a˜o e expansa˜o de produtos de func¸o˜es
trigonome´tricas usuais.
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Assim, quando w1 = 0, temos que t∗/tac ≈ 1.05, ou seja: tac < t∗. Conclui-
se portanto que na˜o podemos descrever o per´ıodo de acelerac¸a˜o inicial usando a
aproximac¸a˜o de primeira ordem em |µ|; esta vale somente a paritr de um instante
(muito ligeiramente) posterior ao fim da acelerac¸a˜o.
Uma outra maneira de se visualizar este fato e´ observando os gra´ficos de %eff(t)
aproximados, para diversos valores de µ, e comparando a densidade ma´xima a que
chega a aproximac¸a˜o com a densidade necessa´ria para que se esteja no per´ıodo
de acelerac¸a˜o. Esta comparac¸a˜o esta´ feita na Fig.6.12, para treˆs valores de µ.
Em nenhum dos casos a aproximac¸a˜o vale na faixa de densidades de energia
suficientemente grandes para que descrevamos a primeira e´poca de acelerac¸a˜o
— em outras palavras, em nenhum dos casos o valor do extremo da linha preta
tracejada ultrapassa a linha cinza horizontal. E´ va´lido conferir que as Eqs.(6.45) e
(6.46) concordam com os gra´ficos de forma admira´vel. Tambe´m e´ va´lido notar que
no instante t∗ a diferenc¸a entre os valores exato e aproximado de %eff e´ pequena
e diminui com |µ|.
Apesar desta limitac¸a˜o com respeito ao per´ıodo de acelerac¸a˜o, e´ todavia sem-
pre poss´ıvel ajustar λ sem mudar ωeff(%eff), de forma a posicionar %GQT em uma
regia˜o onde a aproximac¸a˜o e´ va´lida. Por exemplo, no caso da Fig.6.7(iii): para
as densidades permitidas pelas restric¸o˜es entro´picas, %eff < %GQT ∼ 10−30× %Pl, a
aproximac¸a˜o e´ boa, como se pode ver na Fig.6.12(a).
Ale´m disso, vale ressaltar que o fato de na˜o conseguirmos usar as fo´rmulas
do §6.5.2 para descrever o per´ıodo de acelerac¸a˜o na˜o significa de forma alguma
que ha´ algum problema com a dinaˆmica do per´ıodo em si, nem tampouco que
na˜o poder´ıamos descreveˆ-lo com uma aproximac¸a˜o, digamos, de segunda ordem
em |µ|. E na verdade, como veremos mais adiante, nem mesmo seria grande
vantagem caso a aproximac¸a˜o descrevesse a acelerac¸a˜o inicial.
6.5.4 Correc¸o˜es quaˆnticas no tamanho do universo ob-
serva´vel
Talvez a caracter´ıstica mais importante das correc¸o˜es da GQT seja a mudanc¸a
que ela induz no raio do universo observa´vel. Trata-se de um exemplo nota´vel em
que correc¸o˜es quaˆnticas (na ac¸a˜o) modificam a estrutura de maior escala poss´ıvel.
1 Ver a Eq.(H.10).
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Figura 6.12: Validade da aproximac¸a˜o de %eff(t). As linhas pretas so´lidas repre-
sentam a func¸a˜o exata %eff(t) obtida da inversa˜o gra´fica da func¸a˜o t(%eff) dada
pela Eq.(6.35). A aproximac¸a˜o de primeira ordem, %0(t) + µ%1(t) e´ representada
pelas linhas pretas tracejadas; as linhas cinzas pontilhadas da˜o a func¸a˜o de or-
dem zero, %0(t) va´lida na gravitac¸a˜o EH; as linhas finas horizontais marcam os
valores de %eff para os quais ωeff = −1/3. (a) µ = −10−218, (b) µ = −10−240, (c)
µ = −10−242
123
6. Cosmologia Quase-Topolo´gica e a Equac¸a˜o de Estado Linear
O horizonte de part´ıculas.




























e a integral de ordem zero,
r
(0)






[sh(x/τ)]−δ dx , (6.49)
e´ o raio do horizonte na gravitac¸a˜o de EH. Sua soluc¸a˜o e´ dada pela Eq.(I.4):
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de maneira que o raio f´ısico, lp(t) = a(t)rp(t), em gravitac¸a˜o EH, mede
l
(0)





















Se δ < 1, quando t = 0, l
(0)
p = 0, e quando t → ∞, l(0)p → ∞. Na Fig.6.13 se
encontram os gra´ficos de r
(0)
p (t) e l
(0)
p (t), para δ = 2/3 e τ dado pela Eq.(6.11).
O termo de primeira ordem (6.48) e´ dado pela Eq.(I.8):
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O limite inferior da integral deve ser posicionado sobre t∗, pois antes disso sabemos
que a aproximac¸a˜o na˜o e´ va´dia (cf. tambe´m a Eq.(I.9)).
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Figura 6.13: Raio do horizonte de eventos passado em gravitac¸a˜o EH, com δ = 2/3
e τ ≈ 11.1Gyr. (a) Raio como´vel ; (b) Raio f´ısico, em Mpc.
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O horizonte futuro.














































p (∞); e quando t→∞, r(0)f → 0.





















tem como assinto´ticos l
(0)
f → 0 para t→ 0 e l(0)f → τ/δ para t→∞. Logo existe
um horizonte de eventos futuro em gravitac¸a˜o de EH, o que era de se esperar, uma
vez que o espac¸o-tempo e´ assintoticamente de Sitter. As func¸o˜es r
(0)
f (t) e l
(0)
f (t)
esta˜o representadas na Fig.6.14 para os mesmos valores f´ısicos dos paraˆmteros da
Fig.6.13.





















































Note que η(1)(∞) (assim como η(0)(∞)) se anula. De fato, como o argumento das
hipergeome´tricas todos tendem a 1/ch2(t/τ)→ 0, temos 2F1[· · · ]→ 1. Multipli-
cando cada hipergeome´trica ha´ termos ch−a(t/τ)→ 0, pois a > 0. O termo sem
hipergeome´trica, ∼ t sh−δ(t/τ) tambe´m tende a zero, pois o coseno hiperbo´lico
diverge exponencialmente. Logo, η(1)(∞) ≈ 0.
Desde que t na˜o seja muito pequeno, na˜o e´ necssa´rio preocupar-se com o
limite da aproximac¸a˜o, e podemos assim calcular a correc¸a˜o para o raio atual do
horizonte futuro. Em primeira ordem, temos









e hoje, em t = 13.8Gyr,
lf ≈ 4.90× 103 Mpc + L4µ× 1.21× 10−18 ×Mpc−3 . (6.57)
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Figura 6.14: Raio do horizonte de eventos futuro em gravitac¸a˜o EH, com δ = 2/3
e τ ≈ 11.1Gyr. (a) Raio como´vel ; (b) Raio f´ısico, em Mpc.
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6.5.5 Consequeˆncias de GQT para o princ´ıpio entro´pico
causal
Neste para´grafo, usamos sempre os valores f´ısicos de w1,2 determinados no §6.1.
Gravitac¸a˜o de Gauss-Bonnet
Vamos analisar as consequeˆncias da gravitac¸a˜o de Gauss-Bonnet, i.e. com λ 6= 0
e µ = 0, para as predic¸o˜es do princ´ıpio entro´pico causal discutido no §6.3. O
tempo conforme e´ evidentemente dado pela mesma fo´rmula da gravitac¸a˜o EH,
Eq.(6.13); sera´ u´til, todavia, reescreveˆ-la como uma func¸a˜o apenas de %0, o que
podemos fazer usando ch−2(t/τ) = 1− th2(t/τ) = 1− w2/[(1 + w1)%0(t)]:




















Apesar da dinaˆmica ideˆntica a` da gravitac¸a˜o EH, quando λ > 0 a entropia do
horizonte de eventos impo˜e restric¸o˜es sobre %0, como visto no §4.5 :
%0 ≤ %GB = 3κ2L2λ . (6.59)
Repare que existe um valor ma´ximo de λ consistente com o modelo cosmolo´gico
adotado: como pode ser visto da Eq.(6.7), a densidade de energia esta´ sempre












6(1 + w1)/w2, temos que λ ≤ 1/2.
O instante tGB em que %(tGB) = %GB e´ dado pela Eq.(6.7):




a Eq.(6.60) significa apenas que tGB <∞.
Usando de um racioc´ınio ana´logo ao apresentado no §6.4.3, na˜o e´ fisicamente
razoa´vel que λ seja grande o suficiente para que a entropia do horizonte aparente
seja negativa durante e´pocas bem fundamentada da evoluc¸a˜o do universo. Va-
mos supor — ja´ com bastante exagero — que tGB seja menor que o tempo de






. 3.60× 10−4, ou λ . 1
2 cth2(3.60×10−4) .
1 Ver Weinberg (2008), pg. 124.
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Para L =
√
3/Λ0 isto da´ λ . 6.46× 10−8.
Sendo forc¸ados a ignorar a era inicial t < tGB quando a entropia do horizonte
aparente e´ negativa, a ponta inferior do diamante causal deve ser posicionada
na˜o mais sobre a singularidade em t = 0, mas sobre o instante tGB. O nu´mero
η(tGB) pode ser avaliado de duas maneiras: usando (6.61) na Eq.(6.13) ou, alter-
nativamente, usando diretamente o valor ma´ximo da densidade de energia (4.66)
na Eq.(6.58):




















de forma que o intervalo de tempo conforme decorrido desde tGB ate´ t→∞ fica
dado por ∆GBη
(0) = η(0)(∞)− η(tGB),
∆GBη























Usando (6.12) temos enta˜o a evoluc¸a˜o do raio do diamante causal, e podemos





























Figura 6.15: Evoluc¸a˜o do volume como´vel do diamante causal em gravitac¸a˜o
GB para diversos valores do acoplamento λ; Em todos os gra´ficos a constante
cosmolo´gica tem o valor observado, i.e. Λ = 3.142 × 10−122 × l−2Pl . Ver tabela
abaixo.
Para que fiquem claros os efeitos do termo de GB na evoluc¸a˜o do volume
como´vel (6.18), vamos fixar a constante cosmolo´gica como tendo o valor ob-
serva´vel Λ = 3.142× 10−122 × l−2Pl , e realizar os gra´ficos correspondentes a` curva
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(a) da Fig.6.3 para diferentes valores de λ. O resultado e´ dado na Fig.6.15: A
curva (i) representa o volume como´vel do caso EH (Fig.6.3(a)); as curvas subse-
quentes representam os volumes dos diamantes de alturas ∆GBη, com in´ıcio em
tGB, para diferentes valores de λ, de acordo com a tabela abaixo.
λ tGB [Gyr ] tmax [Gyr]








(ii) 10−7 4.98× 10−3 4.53
(iii) 10−3 4.98× 10−1 7.72
(iv) 10−2 1.58 10.31
(v) 10−1 5.35 15.82
* Diferenc¸a para EH apenas na 14a casa decimal
Quanto maior o valor de λ, mais tardio o in´ıcio do diamante e portanto me-
nor sua altura e seu volume ma´ximo — situac¸a˜o representada esquematicamente
na Fig.6.16 — causando o “rebaixamento” dos gra´ficos do volume como´vel na
Fig.6.15. As concluso˜es de Bousso et al. se baseiam no fato de que, para o valor
observado de Λ, o diamante causal possui seu volume ma´ximo no instante em que
ha´ maior produc¸a˜o de entropia (em tmax ≈ 3.86 Gyr), e portanto o deslocamento
para tempos mais tardios do instante de volume ma´ximo compromete os resulta-
dos do princ´ıpio causal entro´pico. Nossa hipo´tese aqui e´ de que o princ´ıpio causal
entro´pico e´ va´lido, o que leva a`s concluso˜es seguintes.
Em primeiro lugar, uma vez que aumentar o valor de λ faz com que o instante
de pico de Vc(t) se desloque para a direita, vemos que so´ e´ poss´ıvel manter a ma-
ximizac¸a˜o simultaˆnea de entropia produzida (pela mate´ria) e volume do diamante
causal se, ao aumentarmos λ, deslocarmos para a esquerda o valor “original” (i.e.
correspondendo a um diamante entre t = 0 e t =∞) do ma´ximo de Vc(t). Assim,
de acordo com a Fig.6.3, conclui-se que maiores valores de λ acarretam em uma
constante cosmolo´gica cada vez maior, segundo o princ´ıpio entro´pico causal.
Por outro lado, lembramos que na˜o podemos aumentar λ inadvertidamente,
pois na˜o queremos que a densidade ma´xima de energia, %GB, seja demasiadamente
pequena. De acordo com a ana´lise feita na Fig.4.2, para que tenhamos um valor
limite de %GB = 10





= 7.86 × 10−119. O
gra´fico do volume causal para um valor ta˜o pequeno de λ e´ virtualmente indis-
tingu´ıvel do gra´fico de EH descrito na curva (i) da Fig.6.15 (ver tambe´m a tabela
acima) — e dessa forma valem as concluso˜es de Bousso et al. Pore´m o diamante
de fato se inicia em um instante posterior a` singularidade:
tGB = 1.39× 10−58 Gyr = 81.65× tPl .
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Por fim, insistimos que valores negativos de λ na˜o levam a nenhuma restric¸a˜o
na densidade de energia e sa˜o, no que diz respeito a` entropia de horizontes,
qualitativamente ideˆnticos ao caso EH. Em particular, λ < 0 pode ter valores
muito grandes, em mo´dulo.
Figura 6.16: Diagramas de Penrose de diamantes causais distintos, comec¸ando
em tempos tGB cada vez maiores para maiores valores de λ. O raio ma´ximo
(correspondendo a`s quinas) dos diamantes sa˜o cada vez menores, assim como
seus volumes ma´ximos.
Diamantes causais em GQT
Ale´m das correc¸o˜es devidas ao reposicionamento da ponta inferior do diamante
causal, ana´logas ao que foi apresentado acima para a gravitac¸a˜o de Gauss-Bonnet,
em GQT o tempo sofre uma correc¸a˜o de primeira ordem em µ, dada pela Eq.(I.8):




































































Na˜o e´ poss´ıvel agora determinar uma fo´rmula ana´loga a` Eq.(6.62), com η(t) em
func¸a˜o apenas da densidade de energia limite %GQT. Para determinar o instante
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tGQT no qual a entropia do horizonte aparente se anula, devemos substituir a
densidade de energia (4.64) na Eq.(6.35).
Pore´m antes de irmos adiante, uma breve reflexa˜o se faz necessa´ria. Qualquer
que seja o valor de tGQT, sabemos que a aproximac¸a˜o acima so´ pode descrever
o universo posterior ao per´ıodo inicial de acelerac¸a˜o. Assim, para realizar um
procedimento similar ao do caso de Gauss-Bonnet, e posicionar a ponta inferior do
diamante causal sobre o instante em que a entropia se anula, precisamos escolher
λ de forma que se tenha tac < tGQT. Mas esta escolha implica em considerar o
per´ıodo inicial de acelerac¸a˜o desprovido de sentido f´ısico ao dizer que, durante
todo ele, a entropia do horizonte aparente e´ negativa.
Se por outro lado decidimos manter a entropia positiva durante o per´ıodo de
acelerac¸a˜o, escolhendo tGQT < tac, na˜o nos resta outra escolha que na˜o posicionar
a ponta inferior do diamante causal sobre o menor instante em que podemos usar
as fo´rmulas acima, viz. t∗. A` primeira vista, esta parece uma escolha muito
pouco natural, mas grac¸as ao fato anunciado no §6.5.3, posicionar o diamante
sobre t∗ e´ na pra´tica equivalente a posiciona´-lo sobre tac. Por sua vez, isto pode
ser interpretado como uma escolha de ignorar o per´ıodo inflaciona´rio, o que e´ de
fato assumido pelo princ´ıpio entro´pico causal! O te´rmino da inflac¸a˜o (em teorias
inflaciona´rias real´ısticas), ao final do ‘reheating’, apresenta entropia a mais baixa
poss´ıvel. So´ a partir da´ı comec¸a a se dar a produc¸a˜o de entropia pelo (novo)
conteu´do material do universo, que e´ usada como medida de probabilidade da
existeˆncia de observadores e acarreta na predic¸a˜o do valor de Λ. A bem da
verdade o modelo cosmolo´gico dado pela Eq.(6.2) em gravitac¸a˜o EH ignora ate´
mesmo o per´ıodo de dominac¸a˜o da radiac¸a˜o. Vamos portanto preservar o cara´ter
f´ısico do per´ıodo “inflaciona´rio” criado pela GQT.
Na ponta superior do diamante, posicionamos enta˜o t→∞, e η(∞) ≈ 0. Na
ponta inferior colocamos t∗, e temos
∆GQTη = −η(t∗) .
A menor poteˆncia de |µ| em η(1)(t∗) para |µ|  1 pode ser obtida facilmente a
partir da Eq.(I.9): −(3 + δ)/4 = −11/12 para δ = 2/3. Assim, apesar de η(1)(t)
divergir quando t→ 0, o produto µ η(1)(t∗) e´ ainda pequeno:
µ η(1)(t∗) ∼ |µ|1/12 .
Logo o termo de correc¸a˜o e´ pequeno ao longo de todo o diamante causal, e para
os valores de µ muito pequenos estimados no §6.4.3 vemos que a correc¸a˜o de
GQT na˜o e´ grande o suficiente para modificar as concluso˜es do §6.3; o princ´ıpio




A presente dissertac¸a˜o teve como objetivo um estudo “quase-completo” dos di-
versos efeitos cosmolo´gicos induzidos pelos termos quadra´ticos e cu´bicos no tensor
de curvatura da Ac¸a˜o Quase-Topolo´gica (4.7).
7.1 Principais resultados
Partimos no §4.2 da pro´pria formulac¸a˜o do problema de se definir uma Lagrange-
ana de gravitac¸a˜o extendida que fosse causal e apresentasse correc¸o˜es de natureza
quaˆntica a` ac¸a˜o de Einstein-Hilbert. Tendo encontrado esta Lagrangeana, passa-
mos a analisar sistematicamente as suas consequeˆncias.
Me´todo do superpotencial para GQT.
De importaˆncia compara´vel a` obtenc¸a˜o das equac¸o˜es de movimento e´ o conhe-
cimento de suas soluc¸o˜es, descrevendo de forma anal´ıtica o fator de escala da
me´trica FRW (1.5), a(t) = eA(t), assim como os campos de mate´ria como func¸o˜es
do tempo — i.e. o conhecimento da evoluc¸a˜o da geometria do espac¸o-tempo. Ape-
sar de serem de segunda ordem, as equac¸o˜es de Friedmann modificadas (4.23),
(4.26a), sa˜o na˜o lineares, apresentando termos do tipo ∼ A¨ A˙4, o que dificulta a
ja´ na˜o muito fa´cil tarefa de se obter soluc¸o˜es anal´ıticas para A(t).
Este problema foi resolvido com o desenvolvimento do me´todo do superpoten-
cial e a deduc¸a˜o do um sistema de equac¸o˜es diferenciais de primeira ordem (5.1),
equivalente a`s equac¸o˜es de campo da GQT para uma classe de soluc¸o˜es. Este
sistema e´ de fato uma simples adaptac¸a˜o dos me´todos utilizados em artigo de
co-autoria do dissertante (dS; G.M. Sotkov (2012)), desenvolvidos para soluc¸o˜es
do tipo paredes de domı´nio em d dimenso˜es.
O me´todo do superpotencial nos permite a formulac¸a˜o de modelos cosmolo´gicos
com caracter´ısticas qualitativas que seguem a fenomenologia ba´sica do Universo
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observado, utilizando-se um campo escalar σ (um “inflaton”). No´s determinamos
a forma expl´ıcita de superpotenciais W (σ;αk) e seus paraˆmetros αk, assim como
os intervalos dos valores “permitidos” dos acoplamentos gravitacionais λ e µ, tais
que se reproduza estas caracter´ısticas fenomenolo´gicas.
Com um u´nico campo escalar, conseguimos assim obter modelos singulares
(utilizando um polinoˆmio qua´rtico como superpotencial) e na˜o singulares (utili-
zando um polinoˆmio qu´ıntico) que conte´m tanto uma fase inicial de inflac¸a˜o —
apresentando um per´ıodo de arrasto sobre o qual temos franco controle —, quanto
uma fase de expansa˜o final assintoticamente deSitter, de natureza similar a` de
modelos de quintesseˆncia, interpolando no meio-tempo uma fase de desacelerac¸a˜o.
Apesar de na˜o produzirem uma descric¸a˜o perfeita da histo´ria do Universo —
por exemplo, o per´ıodo de desacelerac¸a˜o em um dos casos dura cerca de 10−33
segundos —, estes modelos sa˜o exemplo nota´vel do poder do me´todo do super-
potencial para a determinac¸a˜o de soluc¸o˜es anal´ıticas na˜o triviais das equac¸o˜es
de campo. Pode-se ver mais claramente o efeito atrave´s das equac¸o˜es de estado
(5.13), que sa˜o deduzidas a partir do superpotencial. Nos casos abordados, estas
equac¸o˜es sa˜o absolutamente complicadas e, a` primeira vista, imposs´ıveis de serem
utilizadas como uma ferramenta de soluc¸a˜o das equac¸o˜es de Friedmann.
Modelos com equac¸a˜o de estado linear e o Princ´ıpio Entro´pico Causal.
Por outro lado, considerando uma dada a equac¸a˜o de estado linear
p = w1 %+ w2 ,
na gravitac¸a˜o EH, mostramos no Cap´ıtulo 6 que as correc¸o˜es cu´bicas da GQT
produzem uma equac¸a˜o efetiva (6.20) — razoavelmente mais elaborada:




que ale´m de permitir uma abordagem (ate´ certo ponto) anal´ıtica de dinaˆmica da
GQT, revela todas as mudanc¸a˜s em comparac¸a˜o com o modelo na gravitac¸a˜o de
Einstein: Surge um novo per´ıodo de acelerac¸a˜o inicial, similar a uma inflac¸a˜o,
muito embora sem um per´ıodo de arrasto; Corrigimos perturbativamente, em or-
dem µ, a constante cosmolo´gica final Λ; Calculamos as correc¸o˜es para os volumes
dos diamantes causais, e concluimos que o Princ´ıpio Entro´pico Causal de Bousso
permanece va´lido e capaz de predizer o valor observado de Λ ∼ 10−122 × l−2Pl . A




Ale´m dos resultados dizendo respeito a` dinaˆmica proveniente da Ac¸a˜o Cu´bica
Quase-Topolo´gica, tambe´m investigamos de forma profunda as propriedades “gravito-
termodinaˆmicas” dos diversos tipos de horizontes — partindo dos bem conhecidos
conceitos dos horizontes estaciona´rios de Killing de buracos negros e dos espac¸os
de deSitter, e chegando aos horizontes, aparentes e de eventos, na˜o-estaciona´rios,
dos espac¸os assintoticamente deSitter. Nosso principal interesse se concentrou
na deduc¸a˜o de uma entropia de Wald-Kodama para os horizontes aparentes,
dinaˆmicos, presentes em todos os exemplos de espac¸os assintoticamente deSit-
ter, que constituem sempre a geometria resultante do acoplamento de um campo
escalar com a GQT.







1− 2λL2H2 + 3µL4H4) ,
difere consideravelmente daquele conhecido em gravitac¸a˜o EH, que se recupera
no limite λ = 0 = µ. Uma propriedade nota´vel desta “entropia” do horizonte
aparente e´ a validade da segunda lei da termodinaˆmica: ds/dt ≥ 0, desde que a
mate´ria na˜o viole a condic¸a˜o fraca de energia.
Utilizando esta fo´rmula para a entropia, obtivemos no Cap´ıtulo 5 um dos re-
sultados ine´tidos marcantes deste trabalho: mostramos que as equac¸o˜es de Fried-
mann modificadas dos modelos cosmolo´gicos extendidos da GQT sa˜o equivalentes
a` primeira lei da termodinaˆmica.
...e restric¸o˜es entro´picas.
Ale´m dos resultados acima, de natureza conceitual, fizemos uma ana´lise exaustiva
das consequeˆncias fenomenolo´gicas da GQT sobre os modelos cosmolo´gicos que
consideramos. Em particular, nos ocupamos com o fato de a entropia (4.53) dos
horizontes aparentes definir restric¸o˜es entro´picas “quantitativas” sobre as den-
sidades ma´ximas de energia — ou sobre as escalas mı´nimas de comprimento.
Analizamos estas restric¸o˜es em detalhes nos modelos inflaciona´rios obtidos a par-
tir dos superpotenciais de mate´ria e no modelo construido a partir da equac¸a˜o de
estado; pudemos assim estabalecer restric¸o˜es fenomenolo´gicas sobre os intervalos
“fisicamente poss´ıveis” dos acoplamentos gravitacionais λ e µ.
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7.2 Problemas em aberto e perspectivas futuras
Apesar dos promissores resultados confirmando a consisteˆncia termodinaˆmica das
Cosmologias Quase-Topolo´gicas e dos exemplos de modelos de GQT cosmolo´gicos
com relevaˆncia fenomenolo´gica, devemos mencionar alguns problemas que perma-
necem em aberto.
Espectro das flutuac¸o˜es lineares.
A forma expl´ıcita das flutuac¸o˜es lineares da me´trica, hµν(x, t), e do campo escalar
φ(x, t):
gµν(x, t) = g
(0)
µν (t) + κ hµν(x, t) ;
σ(x, t) = σ0(t) + κ φ(x, t) ,
ao redor das soluc¸o˜es de tipo FRW g
(0)
µν (t), σ0(t), e´ ainda desconhecida. Dife-
rente dos casos de dimensa˜o d ≥ 5 — nos quais as equac¸o˜es das flutuac¸o˜es sa˜o
de segunda ordem (Myers (2010)) — tudo indica que em d = 4, especificamente
para hµν(x, t), elas devam ser de quarta ordem. Este fato na˜o somente dificulta o
ca´lculo do espectro1 e a verificac¸a˜o das condic¸o˜es de estabilidade da “me´trica de
fundo” g
(0)
µν (t),2 como tambe´m torna o problema da normalizac¸a˜o das auto-func¸o˜es
quase incompreens´ıvel. E´ bom lembrar que a soluc¸a˜o anal´ıtica deste problema
e´ de utilidade pra´tica para as eventuais comparac¸o˜es com os resultados observa-
cionais conhecidos sobre o espectro da CMB — e seus eventuais desvios “na˜o-
Gaussianos” — que poderiam confirmar ou descartar o uso fenomenolo´gico dos
modelos de GQT. Assim como no caso padra˜o de cosmologias EH (com Λ > 0), o
estudo das flutuac¸o˜es tem um papel fundamental na descric¸a˜o das inomogeneida-
des da distribuic¸a˜o de mate´ria no Universo (Weinberg (2008), Mukhanov (2005)).
Uma soluc¸a˜o bem mais fa´cil de se realizar e´ a aproximac¸a˜o “explorato´ria” (“probe
approximations”) considerando apenas flutuac¸o˜es do campo de mate´ria, φ(x, t),
sem levar em conta a “reac¸a˜o” sobre a me´trica de fundo g
(0)
µν (t) (i.e. tomando
hµν(x, t) ≈ 0). Os estudos preliminares das equac¸o˜es para o espectro de φ(x, t)
— que sa˜o de segunda ordem, do tipo “Schro¨dinger”, estaciona´rias e unidimen-
sional com u´nica coordenada sendo o tempo conforme — na regia˜o ao redor da
regia˜o de arrasto inflaciona´rio (“slow-roll”) demonstraria a compatibilidade do
espectro com as observac¸o˜es da CMB.
Termodinaˆmica de horizontes dinaˆmicos.
Os casos de horizontes cuja a´rea aumenta com o tempo com uma certa velocidade
1I.e., os auto-valores de certo operador de quarta ordem Vˆ(η), onde η e´ o tempo conforme.
2I.e., a positividade de seus auto-valores.
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na˜o-constante dificultam a interpretac¸a˜o adiaba´tica das mudanc¸as na entropia e
temperatura. Nestes casos de termodinaˆmica fora-do-equil´ıbrio os “fenoˆmenos de
transporte” (i.e. os fluxos de entropia) exigem certas modificac¸o˜es da primeira
lei da termodinaˆmica (a energia na˜o e´ mais conservada) e das origens f´ısicas
(quaˆnticas) responsa´veis pela produc¸a˜o de entropia (Jacobson (2012, 1995), Wald
(1994)).
Inflac¸a˜o h´ıbrida na GQT.
Os exemplos das “correc¸o˜es quaˆnticas” induzidas pelos termos cu´bicos da GQT
estudados nesta dissertac¸a˜o foram baseados em mate´ria escalar contendo apenas
um campo. Pore´m a maioria dos modelos inflaciona´rios promissores (mesmo no
caso EH) aponta a importaˆncia da inclusa˜o de ao menos dois campos interagentes,
como nos modelos de inflac¸a˜o h´ıbrida (Linde (1990)).
Ale´m disso, a descric¸a˜o das equac¸o˜es de estado consideradas importantes na
descric¸a˜o fenomenolo´gica do Universo — como por exemplo o Ga´s de Chapligyn,
com p = −α/%+ β — envolve uma nova espe´cie de termos cine´ticos:
√−gLCh =
√−g U(χ)√1− γ0 ∂µχ∂µχ ,
do tipo Born-Infeld, em conjunto com campos “ordina´rios” σ(x, t) estudados
nesta dissertac¸a˜o. Esta forma da densidade de energia da mate´ria com dois ou
mais cmapos e LCh e´ tambe´m um resultado dos modelos de supercordas em ener-
gias relativamente baixas que a de Planck, com χ representando um “condensado
de ta´quions” (Polchinski (2005)). A generalizac¸a˜o dos modelos cosmolo´gicos em
GQT acoplados com mais campos de natureza diferente exige antes de tudo o de-
senvolvimento de me´todos — como o me´todo do superpotencial — que facilitem
a constuc¸a˜o de soluc¸o˜es anal´ıticas das equac¸o˜es de Friedmann correspondentes.
O estudo deste problema em modelos de GQT do tipo inlac¸a˜o-h´ıbrida (como
tambe´m de equac¸o˜es de estado do tipo Chapligyn), com a participac¸a˜o do disser-
tante, se encontram em esta´gio avanc¸ado (dS; G.M. Sotkov (a)).
Efeitos de curvatura espacial em GQT.
Ainda que as observac¸o˜es astronoˆmicas indiquem que a curvatura espacial do
Universo e´ plana (K = 0), modelos cosmolo´gico com me´trica FRW curvas (2.10)
apresentam propriedades f´ısicas qualitativamente diferentes e sa˜o considerados
ainda de certa relevaˆncia. E´ natural buscar generalizac¸o˜es dos resultados aqui
obtidos para K = 0 dos efeitos da GQT na cosmologia para os casos curvos. Mais
uma vez, esta investigac¸a˜o exige o conhecimento da forma anal´ıtica das soluc¸o˜es
na˜o-lineares e de segunda ordem (a ser provado para me´tricas na˜o conformemente
planas (dS; G.M. Sotkov (b))). O me´todo do superpotencial e o uso das equac¸o˜es
de primeira ordem para pardes de domı´nio (e para modelos FRW) curvas foi
137
desenvolvido com a participac¸a˜o do dissertante. Os problemas dos estudos sobre
as restric¸o˜es entro´picas neste caso, como tambe´m a pro´pria deduc¸a˜o da densidade
de entropia de Wald-Kodama se encontram em aberto.
Em conclusa˜o, e´ necessa´rio declarar que os motivos para a escolha em es-
pec´ıfico das Cosmologias Cu´bicas Quase-Topolo´gicas foram baseados no Princ´ıpio
da Simplicidade e na experieˆncia pro´pria do autor nesta a´rea. No u´ltimo ano, fo-
ram introduzidos e estudados modelos de gravitac¸a˜o extendida envolvendo termos
de qua´rticos na curvatura (Ghanaatian (2012)), e os ja´ mencionados modelos de
Born-Infeld (Yi (2012)) — todos com equac¸o˜es de segunda ordem para me´tricas
conformemente planas. Logo, um problema interessante para novas investigac¸o˜es
sobre os “efeitos de alta curvatura sobre o Universo” e´ uma comparac¸a˜o en-
tre todos estes modelos, com o objetivo de encontrar crite´rios simples e efetivos
que permitissem a selec¸a˜o de um deles como mais apropriado para a reproduc¸a˜o
dos dados observacionais, obedecendo todos as condic¸o˜es de consisteˆncia termo-




Para encontrarmos geometrias sime´tricas, devemos dar sentido matema´tico a tais
simetrias em uma variedade dimensional N -dimensional (M ,g) (o espac¸o-tempo
e´ uma variedade diferencial 4-dimensional, mas desejamos ser ta˜o gerais quanto
poss´ıvel). Uma famı´lia de curvas xµ(u), parametrizadas por um paraˆmetro u ∈ R,




Reciprocamente, um campo vetorial vν(x) descreve uma famı´lia de curvas xν(u).
Sejam P e Q dois pontos sobre uma mesma curva; define-se um mapeamento
φu : M →M ,
φu(P ) = Q, (A.1)
o que induz, para cada curva, um mapeamento entre os espac¸os tangentes de P e
Q: φ∗u(TP)→ TQ, mapeando assim um tensor “no ponto” P em outro “no ponto”








Repare que, estando associado ao seu vetor tangente, a derivada de Lie e´ au-
tomaticamente associada a uma curva. Se o ponto P tem coordenadas xν , um
deslocamento infinitesimal sobre a curva ate´ o ponto Q leva a x¯ν = xν + u vν . Se
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= xν − uvν ,







σ + uvσ) .
Uma vez que ∂xα/∂xµ
′
= δαµ + uv
α,µ, enta˜o, em primeira ordem em u,









De sua pro´pria definic¸a˜o (A.2), vemos que £vT e´ um tensor de mesma ordem
que T. E´ imediato verificar que as derivadas parciais na equac¸a˜o acima podem
ser trocadas por derivadas covariantes, e assim temos
£vTµν = v
σ Tµν;σ + Tγν v
γ
;µ + Tµγ v
γ
;ν .
Em particular, para a me´trica (cuja derivada covariante e´ nula), temos
£vgµν = vµ;ν + vν;m . (A.4)
Fo´rmula similar se obte´m para um tensor covariante de de qualquer ordem. Ja´
para um tensor contravariante T µν , temos
£v T
µν = vσ T µν,σ − T γν vµ,γ − T µγ vν ,γ , (A.5)
e fo´rmula ana´loga para qualquer ordem. Se T e´ um campo vetorial wµ, enta˜o
tambe´m define (ao menos localmente) uma famı´lia de curvas integrais, assim
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como vµ. A fo´rmula acima mostra que £vw
µ = 0 equivale a
£v w
µ = vσ wµ,σ − wσ vµ,σ = −£w vµ . (A.6)
Por isso, a`s vezes chama-se £vw
µ de ‘comutador’ de vµ e wµ.
Por construc¸a˜o, a derivada de Lie fornece a variac¸a˜o de um tensor sob difeo-
morfismos locais e, portanto, o fato de um determinado tensor possuir derivada
de Lie nula em alguma direc¸a˜o implica em uma certa invariaˆncia. No caso de o
tensor ser a me´trica, esta invariaˆncia traduz-se em uma simetria, dita uma iso-
metria, da variedade diferencial com respeito aos difeomorfismos. A um vetor ζµ
tal que £ζgµν = 0, chama-se vetor de Killing, e estes satisfazem, por (A.4), a
equac¸a˜o de Killing :
ζµ;ν + ζν;µ = 0 . (A.7)
Pode-se demonstrar que, dado um vetor de Killing ζµ e sua derivada primeira




e assim, iterativamente, as derivadas de todas as ordens podem ser conhecidas em
termos de ζm e ζµ;α, de modo que se estes forem dados em um determinado ponto




µ(x, x0) ζν(x0) +B
αβ
µ(x, x0) ζα;β(x0) . (A.8)
Em um espac¸o N -dimensional, o nu´mero de componentes independentes de um
vetor ζµ em um ponto e´, no ma´ximo, N . E o nu´mero de componentes indepen-
dentes de um tensor antisime´trico ζµ; ν em um ponto e´, no ma´ximo, (N
2 −N)/2.
Logo, pela construc¸a˜o acima, o nu´mero ma´ximo de vetores de Killing em um
espac¸o N dimensional e´
N +N(N + 1)/2 = N(N + 1)/2 ,
que e´ tambe´m, por consequeˆncia, o nu´mero ma´ximo poss´ıvel de isometrias.
Entretanto, no geral, como era de se esperar, ζµ e ζµ; ν na˜o sa˜o independentes.
1Supondo que tal campo seja anal´ıtico em toda a variedade.
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Eles se relacionam atrave´s da seguinte identidade:
[Rµαβν; γ −Rµγβν;α] ζµ+[Rµαβνgσγ −Rµγβν gσα +Rµβαγ gσν −Rµναγ gσβ] ζµ;σ = 0 ,
e portanto o nu´mero ma´ximo de isometrias so´ pode ocorrer quando ambos os
coeficientes em colchetes na equac¸a˜o acima se anulam. Um exemplo especial e´ o
espac¸o plano de Minkowski 4-dimensional, para o qual a curvatura e´ nula, e se
encontram 10 isometrias, correspondendo ao grupo de Poincare´.
O anulamento dos colchetes da equac¸a˜o acima impo˜e duas restric¸o˜es. A pri-
meira e´ Rµαβν; γ = R
µ
γβν;α; a segunda vem do anulamento da parte antisime´trica
do segundo colchete (a parte sime´trica do segundo termo se anula automatica-
mente, pela antisimetria de ζµ; ν), que pode ser reduzida a
Rµαβν =
R
N(N − 1) (gανgβµ − gαβgµν) . (A.9)







R = constante. (A.10)
Portanto, espac¸os com simetria ma´xima sa˜o espac¸os com (escalar de) curvatura
constante. Reciprocamente, pode-se demonstrar que espac¸os com curvatura cons-
tante sa˜o espac¸os de simetria ma´xima.
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Apeˆndice B
A equac¸a˜o de Raychaudhuri
Seja (M ,g) um espac¸o-tempo e U ⊂M uma vizinhanc¸a do ponto p ∈M .
Chamamos ‘congrueˆncia’ a uma famı´lia de curvas
γ(λ; sA), onde cada valor de sA, com A = 0, 1, 2, deter-
mina uma geode´sica com paraˆmetro afim λA, e tal que so-
bre cada ponto de U passa apenas uma curva. Vamos
suprimir os ı´ndices A, no que segue. Vamos considerar
uma congrueˆncia de geode´sicas nulas, cada uma com vetor
tangente kµ = (∂/∂λ)s, com k
µkµ = 0.






entre geode´sicas vizinhas, e sa˜o supostos linearmente inde-
pendentes. Como cada ponto p ∈ U pertence a apenas
uma geode´sica, podemos definir na vizinhanc¸a de p um sis-
tema de coordenadas {λ, sA}, e portanto a derivada de Lie
de kµ com zµA se anula:
£v z
µ
A = 0 . (B.1)
Sendo esta uma relac¸a˜o covariante, a derivada de Lie £vz
µ
A e´ sempre zero, seja
qual for o sistema de coordenadas. Portanto,





Em um ponto p ∈ γ(λ; 0), sobre uma geode´sica arbitra´ria da congrueˆncia,
pode-se introduzir uma base ‘pseudo-ortonormal’ do espac¸o tangente Tp, formada
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pelos vetores {EA} = {k, l, ξ, ζ}, A = 0, 1, 2, 3, sendo k o vetor tangente a γ(λ; 0),
l um segundo vetor nulo tal que kµl
µ = −1, e ζ e ξ dois vetores tipo-espac¸o,
ortonormais entre si e a k e l. Apesar da na˜o ortognalidade de l e k, os quatro
vetores sa˜o claramente independentes1. Em um outro ponto q ∈ γ(λ; 0) fica enta˜o
definida uma base do espac¸o tangente Tq ao se transportar paralelamente a base
de p. Para isto, devemos impor kν lµ; ν = 0, k
ν ζµ; ν , etc.
Um vetor de deslocamento para uma geode´sica vizinha
γ(λ; s) deve ser ortogonal a k. Entretanto, uma vez que o
vetor tangente k e´ nulo, kµk
µ = 0, o subespac¸o de Hp ⊂ Tp
formado pelos vetores ortogonais a k conte´m o pro´prio k.
Naturalmente, o que nos interessa e´ o subespac¸o Sp ⊂ Hp
formado pela classe de equivaleˆncia de vetores que diferem
apenas por um vetor proporcional a kµ. Em outras pala-
vras, dois vetores ηµ e χµ sa˜o considerados equivalentes se
ηµ = χµ+αkµ, com α constante. E´ evidente que a parte de
η paralela a k em p permanece constante sobre a geode´sica
— pois k e´ transportado paralelamente — e portanto na˜o possui dinaˆmica. Uma
maneira simples de definir Sp e´ como o espac¸o dos vetores ortogonais a ambos k




α lβ + l
α kβ (B.3)
e´ um projetor sobre Sp. Note que hµν pode ser interpretado como uma me´trica
no espac¸o bidimensional ortognal a`s geode´sicas, com base {ζ, ξ}, e seu trac¸o vale
hµ
µ = 4− 1− 1 = 2.
Deve-se notar que ter ηµk
µ = 0 em p na˜o implica que o mesmo valha ao longo
de toda a geode´sica. Mas como
kµ∇µ(kνην) = kνkµ∇µην = ηµkν∇µkν = 0,
a escolha de η ortogonal a k em um ponto efetivamente implica que o mesmo
ocorre em todos os outros pontos de γ(λ, 0). Na equac¸a˜o acima usamos a equac¸a˜o
das geode´sicas na primeira igualdade, a Eq.(B.1) na segunda, e na u´ltima o fato
de que ∇µ(kνkν) = 0 ao longo da geode´sica.
Da mesma forma, o fato de η pertencer a Sp na˜o significa que η ∈ Sq em um
1 Uma vez que k e´ nulo, se fosse proporcional a l ter´ıamos lµk
µ = 0. Como isso na˜o acontece,
vemos que o conjunto de vetores e´ de fato linearmente independente (e portanto uma base de
Tp).
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outro ponto q ∈ γ(λ; 0). Entretanto, se η ∈ Sp, como hµνην = ηµ, temos








ν ηβ ; ν ,
onde usamos o fato de que lµ e kµ sa˜o transportados paralelamente ao longo da
geode´sica. Da Eq.(B.2), temos que kµηµ; ν = k
µ
; νη






e fica provada a afirmac¸a˜o. Portanto, sabendo que ηµ = hµν η
ν vale ao longo de








mede as mudanc¸as que ocorrem no “formato” de uma secc¸a˜o do feixe de geode´sicas
nulas. Mais precisamente, se Bµν se anula, os vetores de deslocamento entre as
geode´sicas sa˜o transportados paralelamente (e seu “formato” e´ preservado); caso
contra´rio,





Uma vez que Bµν pertence ao espac¸o Sp⊗Sp, podemos decompoˆ-lo usando o pro-
jetor hµν em uma parte sime´trica e sem trac¸o σµν que chamaremos ‘cisalhamento’;
uma parte antisime´trica, tambe´m naturalmente sem trac¸o, ωµν , que chamaremos
‘torc¸a˜o’ :




θ hµν + σµν + ωµν . (B.7)




Sejam ζ˜ = f(λ) ζ e ξ˜ = g(λ) ξ dois vetores de deslocamento entre as geode´sicas
vizinhas, linearmente independentes, i.e. ζ˜µξ˜
µ = 0 e com norma unita´ria. Ao
atuar sobre estes vetores, a parte antisime´trica de Bµν age como uma rotac¸a˜o,
fazendo com que a famı´lia de geode´sicas “espirale”; da´ı o nome ‘torc¸a˜o’. A parte
sime´trica de Bµν faz com que a proporc¸a˜o relativa dos mo´dulos de ζ˜ e ξ˜ mude,
causando uma mudanc¸a no formato do feixe de geode´sicas, e.g. uma inclinac¸a˜o
na direc¸a˜o de um dos vetores; da´ı o nome ‘cisalhamento’. Por sua vez, θ mede a
mudanc¸a da a´rea seccional do feixe de geode´sicas.
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Efetivamente, os vetores ζ˜ e ξ˜ definem uma a´rea por meio de seu produto
vetorial, projetado no espac¸o ortogonal a l e k:
A = εµναβ kµ lν ζ˜α ξ˜β . (B.8)
A variac¸a˜o desta a´rea ao longo da geode´sica e´ dada por
dA/dλ = kµA;µ = ε
µναβkµ lν
(




onde usamos o fato de serem ambos k e l transportados paralelamente. Usando
agora a Eq.B.2 para ambos os vetores de deslocamento, ficamos com
dA/dλ = εµναβkµ lν
(
Bα






ζ˜σ ξ˜β − ζ˜β ξ˜σ
)
,
onde usamos na u´ltima igualdade a anti-simetria do tensor de Levi-Civita. Agora,
o tensor Bαβ pode ser escrito, no ponto p, como




ζ˜σ ξ˜β − ζ˜β ξ˜σ
)
= c ζ˜α ξ˜β − d ζ˜β ξ˜α. Ao ser antisimetrizado pelo
tensor de Levi-Civita, o lado direito desta equac¸a˜o da´ ζ˜α ξ˜β(c+ d) = ζ˜α ξ˜β B
µ
µ =
θζ˜α ξ˜β. Substiuindo este resultado na equac¸a˜o para dA/dλ, temos enta˜o dA/dλ =







A equac¸a˜o de Raychaudhuri.
A equac¸a˜o de Raychaudhuri se obte´m agora facilmente. Basta notar que, pela
definic¸a˜o do tensor de Riemann, kµ;αβ − kµ;βα = Rµαβν kν . Enta˜o
kµBαβ;µ = k
µ kα;βµ +Rµβα
ν kµ kν ,
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e usando o fato de que (kµkν ;µ); ν = 0 temos
kµBαβ;µ = −BµβBαµ +Rµβαν kµ kν .
Tomemos o trac¸o desta equac¸a˜o; como kµBαα;µ = dθ/dλ, ambos σµν e ωµν










θ hµα + σµα − ωµα
)
= θ2 + σµα σµα − ωµα ωµα .




−Rαµαν = −Rµν , chegamos a` Eq.(2.1):
dθ/dλ = −1
2
θ2 − σµν σµν + ωµν ωµν −Rµν kµ kν . (B.10)
Devemos aqui ressaltar o fato de que a bem da verdade o que usualmente se
conhece por ‘equac¸a˜o de Raychaudhuri’ e´ uma equac¸a˜o ana´loga a` (B.10), mas para




Equac¸o˜es de campo e o princ´ıpio
variacional
Vamos aqui deduzir as equac¸o˜es de campo para uma teoria da Gravitac¸a˜o que
apresenta como Lagrangeana uma func¸a˜o gene´rica da me´trica e do tensor de




√−gL (gαβ, Rαβµν ) . (C.1)
A varia´vel dinaˆmica da Relatividade Geral e´ o tensor me´trico g, que descreve o
campo gravitacional. As equac¸o˜es de campo prove´m da requisic¸a˜o de que a ac¸a˜o




(√−gL) = 0 .
Calculemos primeiro a variac¸a˜o do “elemento de volume” δ
√−g. O determi-














E´ evidente que se multiplicarmos o lado direito por gµν obtemos outra vez o
determinante, logo gµνδg/δgµν = 4g, ou seja: gµνδg = 4g δgµν . Assim, contraindo
ambos os lados e lembrando que gµνg
µν = 4, temos
δg = g gµν δgµν = −g gµνδgµν . (C.2)




√−g gµνδgµν . (C.3)
Repare que se deve atentar para o sinal das expresso˜es ao se realizar variac¸o˜es
com respeito a` me´trica ou a` sua inversa; pois diferenciando a relac¸a˜o gµνg
µν = 4,
temos gµν δg
µν + gµνδgµν = 0 e por isso
gµνδg
µν = −gµνδgµν . (C.4)
Agora, para a variac¸a˜o da Lagrangeana,
δL(gαβ, Rαβµν ) = (∂L/∂g






















∂L/∂gµν = Pµαβγ Rν
αβγ , (C.6)
onde Pµανβ = ∂L/∂R
µανβ . (C.7)
Quanto ao ca´lculo do segundo termo do lado esquerdo de (C.5), e´ necessa´rio de-
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terminar δRµανβ. O tensor de Riemann e´ composto das conexo˜es e suas derivadas:
Rµανβ = Γ
µ
αβ, ν − Γµαν, β + Γµλν Γλαβ − Γµλβ Γλαν . (C.8)
Vamos utilizar coordenadas geode´sicas, em que a me´trica e´ localmente plana e
portanto as conexo˜es se anulam, mas na˜o suas derivadas: Rµανβ = Γ
µ
αβ, ν −Γµαν, β.




(∂α∂ν δgµβ + ∂µ∂β δgαν − ∂α∂β δgµν − ∂µ∂ν δgαβ) . (C.9)
Para obter as equac¸o˜es de campo, devemos isolar as variac¸o˜es da me´trica que se
encontram sob derivadas segundas. Para isso, realizamos integrac¸o˜es por partes










√−gP µανβ ∂α∂ν δgµβ = 12
∫
d4x
√−g ∂α∂νP µανβ δgµβ + 12SBI , (C.10)




√−g [P µανβ∇ν δgµβ −∇ν P µναβ δgµβ] , (C.11)






√−gP µανβ∂µ∂β δgαν = 12
∫
d4x




√−g [Pαµβν∇ν δgµβ −∇ν P νµβα δgµβ] . (C.13)
Uma vez que P µανβ possui as mesmas simetrias nos ı´ndices que o tensor de Ri-
emann, a contribuic¸a˜o dos terceiro e quarto termos de (C.9) sa˜o iguais a`s dos
primeiro e segundo termos, respectivamente. Escrevendo os termos de borda
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como uma divergeˆncia:




















Usando em ambos os termos da expressa˜o em pareˆnteses as simetrias dos ı´ndices











Repare que escrevemos a fo´rmula acima de maneira covariante, va´lida em qual-
quer sistema de coordenadas.
A variac¸a˜o da ac¸a˜o, δ(
√−gL) = √−gδL+Lδ√−g, e´ finalmente obtida com




√−g {Gµνδgµν + ∇µδvµ} ; (C.16a)
Gµν = Pµαβγ Rν
αβγ − 1/2L gµν − 2∇α∇βPµαβν . (C.16b)
Assim, para variac¸o˜es arbitra´rias da me´trica que se anulam na superf´ıcieB, temos





onde o ‘tensor de energia-momento’ Tµν resulta da variac¸a˜o da Lagrangeana de
mate´ria, como descrito a seguir.
O tensor de energia-momento.
1Esta expressa˜o pode ser encontrada, por exemplo, em Padmanabhan (2010).
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A contribuic¸a˜o da Lagrangeana de mate´ria Lmat(gµν , gµν,α, ψ, ψ,α) para a ac¸a˜o se
da´ sob a forma Smat =
∫
d4x

















Realizando uma integrac¸a˜o por partes no u´ltimo termo a variac¸a˜o da ac¸a˜o pode






√−g Tµν δgµν ; (C.18)








o tensor sime´trico T µν e´ chamado de ‘tensor de energia-momento’.
As equac¸o˜es de Einstein.






2κ2 (gαµgβν − gανgβµ). (C.20)
Sendo nula a derivada covariante da me´trica, enta˜o ∇µP µναβ = 0; este e´ um
resultado geral de qualquer teoria de Lovelock, como discutido no §4.1. O tensor






κ2 (Rµν − 12Rgµν) = 1κ2 Gµν .
A corrente de Noether.
Finalizamos este apeˆndice com o detalhamento da manipulac¸a˜o alge´brica que leva
a`s Eqs.(4.39).
Substituindo as expresso˜es expl´ıcitas (C.16b) e (C.14), de Gµν e δvµ, na
fo´rmula (4.38b), temos
Jµ = 2P µαβγRναβγξ
ν − 4∇α∇βP µαβνξν + 2P µανβ∇βδgαν + 2δgαβ∇νP µανβ .
(C.21)
152
Para o caso de variac¸o˜es da me´trica do tipo (4.35), δgµν = −∇(µξν), cada um dos
termos em (C.21) se pode organizar como segue: Para o u´ltimo termo,
δgαβ∇νP µανβ = −∇(αξβ)∇νP µανβ
= −∇ν(P µανβ + P µβνα)∇αξβ . (C.22)
Usando a definic¸a˜o do tensor de Riemann no primeiro termo, i.e. Rναβγξν =
∇β∇γξα −∇γ∇βξα, e renomeando os ı´ndices mudos, temos
P µανβRσανβξσ = P
µανβ∇ν∇βξα − P µανβ∇β∇νξα . (C.23)
Usando a identidade Rµ[αβγ] = 0 no terceiro termo de (C.21),
− P µανβ∇β∇(αξν) = −(P µανβ∇β∇αξν + P µανβ∇β∇νξα)
= P µανβ∇α∇νξβ + P µανβ∇ν∇βξα − P µανβ∇β∇νξα
e os dois u´ltimos termos da expressa˜o acima cancelam (C.23); o conjunto dos
u´ltimos resultados forma a Eq.(4.39a):
Jµ = −2∇ν(P µανβ + P µβνα)∇αξβ + 2P µανβ∇α∇νξβ − 4ξβ∇α∇νP µανβ . (C.24)
Agora, olhando mais uma vez para cada termo separadamente, temos
P µανβ∇α∇νξβ = P µναβ∇ν∇αξβ
= ∇ν(P µναβ∇αξβ)−∇νP µναβ∇αξβ .
Tambe´m
ξβ∇α∇νP µανβ = ξβ∇ν∇αP µναβ
= ∇ν(ξβ∇αP µναβ)−∇νξβ∇αP µναβ .
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Portanto,
Jµ = ∇ν(2P µναβ∇αξβ − 4ξβ∇αP µναβ)−
−2∇νP µναβ∇αξβ + 4∇νξβ∇αP µναβ −
−2∇ν(P µανβ + P µβνα)∇αξβ
= ∇ν(2P µναβ∇αξβ − 4ξβ∇αP µναβ) +
+2∇νP µναβ∇αξβ +
+2∇ν(P µνβα + P µβαν)∇αξβ − 2∇νP µβνα∇αξβ
= ∇ν(2P µναβ∇αξβ − 4ξβ∇αP µναβ) +
+2∇νP µναβ∇αξβ +
−2∇νP µναβ∇αξβ ,
ou seja: Jµ = ∇ν(2P µναβ∇αξβ − 4ξβ∇αP µναβ), e podemos definir
Jµν = 2P µναβ∇αξβ − 4ξβ∇αP µναβ (C.25)




Sejam {xα} coordenadas locais em uma variedade quadridimensional M com
me´trica g, e seja S : M → R uma func¸a˜o real suave. A equac¸a˜o
S(xα) = constante (D.1)
define localmente uma ‘hipersuperf´ıcie’ S ⊂ M , de codimensa˜o1 1. Um vetor
nα e´ dito ‘normal ’ a S se existe uma func¸a˜o N(x) tal que nα = N(x)∇αS(x).
O teorema de Fro¨benius.
Em uma variedade M munida de uma conexa˜o compat´ıvel com a me´trica, vale
o seguinte
Teorema(de Fro¨benius): Uma condic¸a˜o necessa´ria e suficiente para que um
campo vetorial ξα seja normal a uma hipersuperf´ıcie S e´
ξ[α∇µξν] = 0 (D.2)
sobre S .
Uma demonstrac¸a˜o pode ser encontrada em Wald (1984).
Hipersuperf´ıcies nulas.
Uma hipersuperf´ıcie N que possui como normal um vetor nulo lα, lαlα = 0,
1 Se M e´ um espac¸o n-dimensional, dizemos que um subespac¸o m-dimensional S ⊂ M
possui ‘codimensa˜o’ s quando m = n− s.
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e´ dita uma ‘hipersuperf´ıcie nula’. E´ caracter´ıstico o fato de que estes vetores
normais a N tambe´m lhe sa˜o tangentes, e portanto definem curvas nulas que,
em coordenadas locais, podem ser escritas como xα : R → N , ou xα = xα(λ),
com λ ∈ R, e lα = dxa(λ)/dλ.
As curvas xα(λ) tendo lα como vetor tangente sa˜o geode´sicas. De fato,
lµ∇µlα = lµ∇µ (N(x)∂αS(x)) = (lµ∂µN) ∂αS +Nlµ∇µ(∂αS) .
Mas o u´ltimo termo se reescreve como
lµ∇µ(∂αS) = lµ∂µ∂αS − lµΓαµν∂νS = lµ∂α∂µS − lµΓαµν∂νS = lµ∇α∂µS ,





lα = lα∂µ log |N | ,
de forma que






= lαlµ ∂µ log |N |+ lµ∇αlµ ,
onde na u´ltima passagem usamos o fato de ser lµl
µ = 0. Uma vez que sobre N
temos lµl
µ = 0, enta˜o lµ∇αlµ = 12∇α(lµlµ) = 0. Portanto
lµ∇µlα = h(x)lα , (D.3)
com h(x) = lµ ∂µ log |N | uma func¸a˜o das coordenadas. Esta e´ a equac¸a˜o de uma
geode´sica parametrizada por um paraˆmetro arbitra´rio, que pode ser tomado como
um paraˆmetro afim se ajustarmos a func¸a˜o h(x) a zero sobre N .
Portanto, hipersuperf´ıcies nulas sa˜o formadas por geode´sicas nulas, o´rbitas do
campo de vetores lα, normais a` hipersuperf´ıcie; a estas geode´sicas designaremos
‘geradores da hipersuperf´ıcie’ N .
Horizontes de Killing e gravidade superficial.
Se existe em M um campo de vetores de Killing ξα que e´ nulo sobre a hipersu-
perf´ıcies nulaN , i.e. ξµξµ|N = 0, diz-se queN e´ um ‘horizonte de Killing ’ de ξα.
Uma vez que ξα e´ normal a N , existe uma func¸a˜o h(x) tal que ξα = h(x) lα sobre
N ; se as geode´sicas geradas por lα = 1
h















ξµ∇µξα = 0. Definindo a func¸a˜o
κ = ξµ∇µ log |h| , (D.4)
conclu´ımos enta˜o que sobre a hipersuperf´ıcie nula N , horizonte de Killing do
campo ξα, vale
ξµ∇µξα = κ ξα . (D.5)
A func¸a˜o κ(x) sera´ chamada a ‘gravidade superf´ıcial ’ do horizonte de Killing N .
Repare que apesar de se ter ξµξ
µ = 0 sobre todo o horizonte, o lado esquerdo da
equac¸a˜o acima na˜o se anula, consequeˆncia do fato de ξα na˜o ser paralelamente
transportado sobre N ou, em outras palavras, do fato de que as o´rbitas de ξα,
ao contra´rio das o´rbitas de lα, na˜o sa˜o parametrizadas por um paraˆmtero afim.
Quando κ = 0, diz-se que temos um ‘horizonte de Killing degenerado’; este caso
na˜o sera´ considerado neste texto. Usando (D.5), o Teorema de Fro¨benius (D.2) e
a equac¸a˜o de Killing, ∇[µξν] = 0, podemos encontrar uma fo´rmula expl´ıcita para
κ em termos apenas do vetor de Killing ξα, como segue.
Uma vez que ξα e´ normal a` superf´ıcie N , vale a Eq.(D.2):
ξ[α∇µξν] = 13! (ξα∇µξν − ξα∇νξµ + ξµ∇νξα − ξµ∇αξν + ξν∇αξµ − ξν∇µξα) = 0 ,
Usando a equac¸a˜o de Killing em cada par de termos, a expressa˜o em pareˆnteses
se reescreve como
2ξα∇µξν + 2ξµ∇νξα + 2ξν∇αξµ = 2ξα∇µξν + 4ξ[µ∇ν]ξα = 0 ,
onde na primeira igualdade utilizamos a equac¸a˜o de Killing no u´ltimo termo.
Portanto, ξα∇µξν = −2ξ[µ∇ν]ξα, e podemos escrever
ξα(∇µξν)(∇µξν) = − (ξµ∇µξν∇νξα − ξν∇µξν∇µξα) = −2ξµ∇µξν∇νξα ,
onde usamos mais uma vez a equac¸a˜o de Killing. Mas o u´ltimo termo e´ dado em






A fo´rmula acima e´ u´til para demonstrar uma propriedade chave dos horziontes
de Killing, a saber:
A gravidade superficial κ e´ constante sobre o´rbitas do vetor ξα.




2 = −(∇αξβ)ξµ∇µ(∇αξβ) = −(∇αξβ)ξµξνRβαµν (D.7)
e o u´ltimo termo se anula por conta da antisimetria do tensor de Riemann em
seus dois u´ltimos ı´ndices. Portanto, ξµ∂µκ
2 = 0, e κ e´ constante ao longo das
o´rbitas de ξα.
Esfera de bifurcac¸a˜o.
Ate´ aqui, sabemos que se N e´ um horizonte de Killing, enta˜o: a) N e´ uma
hipersuperf´ıcie tridimensional gerada por uma famı´lia de geode´sicas nulas cujas
tangentes sa˜o um campo vetorial lα ortogonal a N . b) Existe um campo de
vetores de Killing ξα que e´ nulo sobre N , e portanto ξα|N ∼ lα. c) A gravidade
superficial κ definida por (D.6) e´ constante ao longo das o´rbitas de ξα.
Se κ 6= 0, as o´rbitas de ξα sobre N na˜o coincidem com as o´rbitas de lα,
apesar de ambos os vetores serem paralelos. De fato, vimos na Eq.(D.5) que as
o´rbitas de ξα em N na˜o sa˜o parametrizadas por um paraˆmetro afim. Seja s o
paraˆmetro destas o´rbitas; para uma func¸a˜o f : M → R, temos ξ(f) = df/ds =




log |h| ⇒ h = ±eκ s ,
pois sobre uma o´rbita de ξµ a gravidade superficial e´ constante. Note que ajusta-
mos a constante de integrac¸a˜o multiplicativa utilizando a liberdade de se adicionar
uma constante a s. Agora, a relac¸a˜o entre os paraˆmetros das o´rbitas de ξ e l nos
da´, por fim
λ = ±eκ s. (D.8)
158
(tomamos a zero uma constante de integrac¸a˜o.)
Assim, veˆ-se que as o´rbitas de ξµ sobre N na˜o acompanham mais que “me-
tade” das o´rbitas de lµ; pois enquanto s percorre toda a Reta Real (−∞,∞) ao
longo da o´rbita de Killing completa, vemos que λ percorre apenas as semi-retas
λ ∈ (0,∞) ou (−∞, 0).
O ponto p ∈ N sobre a hipersuperf´ıcie tri-
dimensional N no qual o paraˆmetro afim dos
geradores se anula, i.e. no qual λ = 0, define
uma superf´ıcie nula bidimensional B ⊂ N ,
chamada de ‘esfera de bifurcac¸a˜o’ do horizonte
de Killing, que fica sendo chamado de ‘Hori-
zonte de Killing bifurcado’. Este ponto e´ um
ponto fixo das o´rbitas de ξµ, isto e´: o vetor
de Killing se anula sobre B, ξµ|B = 0. De
fato, ξµ = dxµ/ds = (dλ/ds)lµ = ±κλlµ, logo
se λ = 0 enta˜o ξµ = 0. Isto implica que as
o´rbitas de Killing na˜o chegam a tocar B, mas
lhe podem ser arbitrariamente pro´ximas.
Vimos que κ e´ constante ao longo de cada
o´rbita de ξµ, o na˜o implica que seu valor seja
o mesmo em todas as o´rbitas. Pore´m todas as
o´rbitas de ξµ teˆm como limite o ponto fixo em B, e se κ for constante sobre
a esfera de bifurcac¸a˜o segue que por continuidade todas as o´rbitas possuem a
mesma gravidade superficial. Assim, considere um vetor ζα tangente a B ⊂ N .
Sobre o horizonte de Killing, o mesmo procedimento que levou a` Eq.(D.7) da´
agora
ζµ∇µκ2 = −(∇αξβ)ζµξνRβαµν ;
mas sobre a esfera de bifurcac¸a˜o o lado direito se anula, pois ξµ = 0. Logo
sobre qualquer o´rbita do vetor ζµ tangente a` esfera B a gravidade superficial se
conserva; segue que κ e´ constante sobre todo o horizonte de Killing N .
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Apeˆndice E
Estrutura Conforme de Universos
de Friedmann
Uma ana´lise global da estrutura causal de um espac¸o-tempo pode ser feita por
meio de um me´todo geral, devido a Penrose, que detalharemos aqui para universos
FRW planos.
As geode´sicas nulas de um espac¸o-tempo (M ,g), por definic¸a˜o, obedecem
ds2 = gµν dx
µ dxν = 0 .
Portanto, um outro1 espac¸o-tempo (M˜ , g˜) apresenta estrutura causal ideˆntica se
g˜µν = Ω
2 gµν , onde Ω e´ uma func¸a˜o na˜o negativa.
Em primeiro lugar, fac¸amos a transformac¸a˜o para o chamado ‘tempo con-
forme’ η, dado por dη = dt/a(t), que mapeia o espac¸o (2.10) no espac¸o de
Minkowski:
ds2 = a2(η)
(−dη2 + dr2 + r2do2) . (E.1)
Em seguida, fazemos uma segunda transformac¸a˜o que mapeia os domı´nios “infi-
nitos” das coordenadas do espac¸o de Minkowski, e.g. r ∈ (0,∞), em coordenadas
1 E´ importante enfatizar que na˜o se trata de um mesmo espac¸o-tempo coberto com coor-
denadas diferentes, mas sim de espac¸os distintos, em geral.
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−pi < τ ± χ < pi ,
o que da´












(dχ2 − dτ 2) .






































) {−dτ 2 + dχ2 + sen2χ do2} , (E.3)
onde Ψ(χ, τ) = a(η(χ, τ)). Fica claro pela fo´rmula acima que χ e´ uma coordenada
tipo-espac¸o, e τ , tipo-tempo.
Figura E.1: Universo esta´tico de
Einstein.
O espac¸o-tempo descrito pela me´trica
ds2 = −dτ 2 + dχ2 + sen2χ do2 (E.4)
tem a topologia evidente de um cilindro: R×
S3, e e´ conhecido como ‘Universo Esta´tico de
Einstein’. Por estarmos tratando de espac¸os-
tempo com parte espacial isotro´pica, podemos
suprimir a parte angular das esferas S2 e dese-
nhar (E.4) como um cilindro usual. A trans-
formac¸a˜o conforme (E.2) mapeia os univer-
sos (2.10) em domı´nios compactos sobre a su-
perf´ıcie do cilindro, cujas fronteiras sa˜o delimi-
tadas pelos ‘infinitos’ r, t → ∞ e pela singula-
ridade em t = 0.
Universos de Friedmann, com equac¸a˜o de
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estado ω = constante, teˆm fator de escala dado pela Eq.(2.33),
a(t) = a0 (t/t0)
1/γ ,
onde γ = 3
2





























onde ξ ≡ a0 t−2/(1+ω)0 tem dimensa˜o de comprimento. Pela Eq.(E.3) obtemos a
me´trica desejada, com

















Ha´ dois casos distintos a serem considerados, viz. ω ≶ −1/3. Se ω > −1/3, temos
um universo ‘acelerado’, i.e. a¨(t) > 0, e se ω < −1/3, o uiverso e´ ‘desacelerado’,

























Consideremos primeiro os universos desacelerados. Em primeiro lugar, o
tempo conforme tem como domı´nio a semi-reta positiva, η ∈ (0,+∞), correspon-
dendo a t ∈ (0,∞). Assim, tg (χ+τ
2
) ≥ tg (χ−τ
2
)
, o que implica que χ+ τ ≥ χ− τ ,











, o que ocorre para aˆngulos iguais, ou seja: no ‘c´ırculo’ tipo-
espac¸o do universo de Einstein I −, dado por: I − = {τ = 0, −pi < χ < pi}. Este
c´ırculo (assim como os outros descritos abaixo) esta´ desenhado na Fig.E. O ‘futuro
infinito’ do espac¸o-tempo corresponde ao limite t → +∞, i.e. ±tg (χ±τ
2
) → ∞,
o que e´ va´lido em I + = {χ + τ = pi} ∪ {χ− τ = −pi}, unia˜o dos dois ‘c´ırculos’
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{χ + τ = pi} e {χ − τ = −pi} que envolvem o cilindro do universo esta´tico
de Einstein diagonalmente, cruzando-se nos pontos i+ = {τ = pi, χ = 0} e
i 0 = {τ = 0, χ = ±pi} — o que limita τ : 0 ≤ τ ≤ pi. O ponto i 0 a princ´ıpio
corresponde a dois pontos diferentes, dados pelos dois sinais ±pi, mas que sa˜o na
verdade identificado devido a` periodicidade de χ. Olhando a Eq.(E.2) vemos que
r = 0 na linha vertical {χ = 0, 0 < τ < pi} e que, como τ > 0, o semic´ırculo
−pi < χ < 0 corresponde a r < 0. Os infinitos espaciais, r → ±∞, correspondem
justamente aos dois pontos que se identificam como i 0.
Consideremos agora universos acelerados, nos quais −1 < ω < −1/3, e o lado
























Assim, a singularidade em t = 0 passa agora a corresponder ao que, nos uni-
versos desacelerados, correspondia ao futuro temporal (i.e. t → +∞). An-
tes de mais nada, veˆ-se de (E.5) que o tempo conforme tem como domı´nio a
semi-reta negativa: η ∈ (−∞, 0), a` medida que t percorre a semi-reta positiva
(0,∞). Assim, vemos que τ ≤ 0. A singularidade mapeia-se nos dois ‘c´ırculos’
tipo-luz I − = {χ + τ = −pi} ∪ {χ − τ = pi}, que se intersectam nos pontos
i+ = {χ = 0, τ = −pi} e i 0 = {τ = 0, χ = ±pi}. Novamente, i 0 corresponde
a` identificac¸a˜o dos dois pontos r → ±∞ que da˜o os infinitos tipo-espac¸o, e na
verdade toda a estrutura tipo-espac¸o (viz. r = 0 correspondendo a χ = 0, e r ≶ 0
correspondendo a χ ≶ 0) e´ a mesma. O futuro infinito t→ +∞ e´ agora mapeado
no c´ırculo tipo-espac¸o I + = {τ = 0, −pi < χ < pi}.
Notamos que em ambos os casos, as geode´sicas nulas (radiais) sa˜o dadas pela
relac¸a˜o ds2 = 0 que implica dτ = ±dχ, ou seja: τ = ±χ + contante. E´ este o
motivo pelo qual dizemos que as curvas {χ ± τ = ±pi} sa˜o curvas do tipo-luz.
Racioc´ınio parecido se aplica ao c´ırculo {τ = 0 − pi < χ < pi} ao longo do qual
dτ = 0, e portanto ds2 > 0, caracterizando uma hipersuperf´ıcie tipo-espac¸o.
Seguimos por fim para o caso degenerado em que ω = −1/3, que representa
















e seu domı´nio e´ toda a reta real: η ∈ (−∞,+∞) a` medida que t ∈ (0,∞). O
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fator de escala, a(t) = a0t/t0, em func¸a˜o do tempo conforme se escreve







e portanto a me´trica conforme ao universo de Einstein, Eq.(E.3), tem








































Como o lado direito assume valores em toda a reta (−∞,+∞), o domı´nio de
τ e´ todo o intervalo (−pi,+pi). A singularidade e´ mapeada nos c´ırculos tipo-luz
{χ + τ = −pi} e {χ − τ = pi}, cuja unia˜o compo˜e I −, e o futuro infinito e´
mapeado em outros dois c´ırculos tipo-luz: I + = {χ + τ = pi} ∪ {χ − τ = −pi}.
Os dois primeiros se intersectam no ponto {χ = 0, τ = −pi}; os dois u´ltimos
no ponto i+ = {χ = 0, τ = +pi}; e todos os quatro se encontram no ponto
i 0 = {τ = 0, χ = ±pi}, que corresponde como de costume ao infinito tipo-espac¸o.
Os pedac¸os do universo de Einstein em que sa˜o mapeados os espac¸os des-
critos acima podem ser vistos separadamente, ‘desenrolados’ do cilindro sobre o
qual se encontram, numa representac¸a˜o picto´rica (finita) de todo o espac¸o-tempo
(infinto). Sa˜o os conhecidos diagramas de Penrose, Fig.E.2. Fazemos agora a
seguinte definic¸a˜o:
Um horizonte futuro e´ a superf´ıcie (esfe´rica) bidimensional gerada pelas
geode´sicas nulas que descrevem o cone de luz passado do ponto futuro infinito i+.
Uma vez que as geode´sicas nulas sa˜o linhas a ±45o, o horizonte de eventos e´
representado nos diagramas de Penrose como a diagonal que passa por i+. De
forma ana´loga, o horizonte de part´ıculas definido no §2.3.3 corresponde ao cone de
luz futuro do passado infinito (ou, no nosso caso, da singularidade), e e´ portanto
representado pela diagonal que passa por {r = 0, t = 0}. Por conta disso, ambos
os horizontes cosmolo´gicos sa˜o a`s vezes chamados de ‘horizonte futuro’ (horizonte
de eventos) e ‘horizonte pasado’ (horizonte de part´ıculas).
Enfatizamos que o fato de o horizonte de eventos ser um objeto global na˜o
significa que ele seja um objeto independente do tempo. O raio do horizonte
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(a) (b) (c)
Figura E.2: Diagramas de Penrose. As linhas pontilhadas indicam trajeto´rias
tipo-tempo gene´ricas de part´ıculas deixando a origem r = 0 no instante inicial
t = 0. As linhas tipo-tempo so´lidas indicam o horizonte aparente S (ver §3.1.3).
(a) universo acelerado, −1 < ω < −1/3, com horizonte de eventos futuro H ;
(b) universo desacelerado −1/3 < ω < 1, com horizonte de eventos pasado H ;
(c) universo estaciona´rio ω = −1/3.
cosmolo´gico e´ sim uma func¸a˜o do tempo co´smico; pore´m uma func¸a˜o que, para
ser determinada, exige conhecimento do espac¸o-tempo como um todo.
Natureza causal do horizonte aparente.
Ao contra´rio do que ocorre com o horizonte de eventos, sempre existe um horizonte
aparente, de raio igual ao raio de Hubble, lap = 1/H, em todos os casos poss´ıveis
descritos acima. Para determinar se este horizonte e´ tipo-tempo, tipo-espac¸o ou
tipo-luz, escrevemos a equac¸a˜o da superf´ıcie S dada por (3.21):
h(r, t) = a(t) r − 1/H(t) = 0 .
O vetor normal nµ = ∂µh(r, t)|S =
[
(a˙r + H˙/H2)δ0µ + a δ1µ
]
S
, pode ser escrito
em termos de ω:












onde usamos as equac¸o˜es de Friedmann. A expressa˜o quadra´tica em pareˆnteses
se anula para ω = −1 ou ω = 1/3. Fica enta˜o claro que (Faraoni (2011))
(i) Se −1 < ω < 1/3, enta˜o nµ nµ|S > 0, e S e´ uma superf´ıcie tipo-tempo;
(ii) Se ω = −1 ou ω = 1/3, enta˜o nµ nµ|S = 0, e S e´ uma superf´ıcie tipo-luz;
(iii) Se ω < −1 ou ω > 1/3, enta˜o nµ nµ|S < 0, e S e´ uma superf´ıcie
tipo-espac¸o.
Os casos (i) e (ii) esta˜o representados na Fig.E.2. Note que o caso (iii) engloba
universos “fantasmas” ou dominados por mate´ria com pressa˜o maior que a da




Consideremos a equac¸a˜o cu´bica
x3 + bx2 + cx+ d = 0 . (F.1)
A soluc¸a˜o de (F.1), pode ser obtida pelo me´todo de Vieta, como segue. Por
meio de uma translac¸a˜o x → x + const. apropriada, escolhendo-se a constante,
e´ sempre poss´ıvel eliminar uma das poteˆncias menores de x. Em particular, a
transformac¸a˜o
x = y − b/3 (F.2)
transforma (F.1) em
y3 + p y + q = 0 , (F.3)




b c+ d . (F.4)
Fac¸amos enta˜o a substituic¸a˜o de Vieta:









z−1 − pz, e z3 − p3
27
z−3 + q = 0, ou seja: temos uma
equac¸a˜o quadra´tica para z3:
(z3)2 + qz3 − p3
27
= 0 . (F.6)












A expressa˜o a` direita na equac¸a˜o acima e´ em geral um nu´mero complexo, e o
processo de se tomar a ra´ız cu´bica deve ser considerado neste aˆmbito. Ao fim,
como e´ de se esperar, ha´ somente treˆs soluc¸o˜es (reais ou complexas) para σ,
varia´vel da equac¸a˜o cu´bica original. Ha´ um me´todo para se determinar o nu´mero
de ra´ızes reais distintas da equac¸a˜o, sem que seja necessa´rio se determinar as








uma generalizac¸a˜o do discriminante da equac¸a˜o quadra´tica. O sinal de ∆ deter-
mina o nu´mero de ra´ızes reais distintas:
∆ > 0 ⇐⇒ ha´ uma raiz real; (F.9)
∆ = 0 ⇐⇒ ha´ duas ra´ızes reais distintas; (F.10)












q −√∆)1/3 , (F.12)
as soluc¸o˜es podem ser escritas como
x1 = −13b− 12(S + T )− 12i
√
3(S − T ) ; (F.13)
x2 = −13b− 12(S + T ) + 12i
√
3(S − T ) ; (F.14)
x3 = −13b+ S + T ; (F.15)
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conhecidas como fo´rmulas de Cardano. Em particular, quando ∆ = 0, as ra´ızes
se escrevem explicitamente em termos dos paraˆmetros originais da equac¸a˜o como









b2 − 2c) . (F.17)
Apesar de, em geral, S e T serem complexos, e portanto as fo´rmulas acima na˜o
deixarem claro quais soluc¸o˜es sa˜o complexas ou na˜o, fica claro a importaˆncia do
sinal de ∆. Em particular, e´ fa´cil ver que se ∆ = 0 enta˜o temos todas as ra´ızes
reais, com σ2 = σ1; ou duas ra´ızes reais distintas.





(−p3) | < 1 (cf. Eq. (F.8)), logo
podemos definir o aˆngulo








com o qual podemos reescrever as soluc¸o˜es reais na forma






























Mais adiante sera´ necessa´rio ajustar os coeficientes de (F.1) para que suas ra´ızes
sejam todas positivas. Para tanto, procedemos como segue: na˜o e´ dif´ıcil ver
que caso os dois extremos (o ma´ximo e o mı´nimo locais) do polinoˆmio cu´bico
estiverem em valores de σ > 0, podemos garantir que apenas uma das suas ra´ızes
pode ser negativa. Mas pode-se mostrar (e.g. a partir das soluc¸o˜es de Cardano)
que as ra´ızes da equac¸a˜o cu´bica apresentam as simetrias (chamadas “fo´rmulas de
Vieta”)
x1 x2 + x2 x3 + x3 x1 = c ; x1 x2 x3 = −d ; x1 + x2 + x3 = −b . (F.22)
Algumas consequeˆncias sa˜o que, se duas das ra´ızes sa˜o positivas, devemos impor
d < 0 para que a terceira seja tambe´m positiva. Se uma das ra´ızes e´ nula, enta˜o
d = 0, etc.
Os extremos do polinoˆmico cu´bico se encontram onde sua derivada se anula,
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Em particular, para que ambos x± sejam positivos, devemos ter β < 0 e c > 0;
assim uma condic¸a˜o suficiente para que as treˆs ra´ızes reais de (F.1), quando
existirem, sejam todas positivas, e´ que
b < 0 ; c > 0 ; d < 0 . (F.24)
Com essas condic¸o˜es satisfeitas, e´ fa´cil ver que no caso em que ∆ = 0, as duas
soluc¸o˜es reais distintas se ordenam em: 0 < x1 = x2 < x3.
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Apeˆndice G
Sobre a integral de uma raza˜o de
polinoˆmios
Um dos resultados mais bem conhecidos da ana´lise complexa e´ o seguinte
Teorema: Toda func¸a˜o f : C → C anal´ıtica no anel A = { z : r0 < |z − z0| <





(z − z0)n ,
chamada se´rie de Laurent de f(z), que converge em K. O nu´mero α−1 e´ o
Res´ıduo de f(z) em z0.
Seguem enta˜o os seguintes resultados:
Corola´rio I: Se f(z) e´ anal´ıtica em C a menos de um nu´mero finito de po´los







(z − z0)j + F (z) , (G.1)
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onde F (z) e´ anal´ıtica em todo C e α1,k e´ o res´ıduo de f(z) em zk.
Prova. Considere o ponto zk, po´lo de ordem mk de f(z), e o ponto zk+1 que se
encontra mais pro´ximo de zk que qualquer outro po´lo. Seja dk = |zk− zk+1|. Pelo
teorema acima, como f(z) e´ anal´ıtica no anel Ak = { z : rk < |z − zk| < Rk }





(z − zk)j + Fk(z) ,
onde α1,k e´ o res´ıduo de f(z) em zk, e Fk(z) e´ anal´ıtica em todo C a menos
dos po´los zl, l 6= k. Da mesma forma, Fk(z) pode ser escrita como Fk(z) =∑mk+1
j=1
αj,k+1
(z−zk+1)j + Fk+1(z), que converge no anel Ak = { z : rk+1 < |z − zk+1| <
Rk+1 } com rk+1 → 0 e Rk+1 < dk+1, onde dk+1 > dk e´ a distaˆncia de zk+1 para
o segundo po´lo mais pro´ximo (uma vez que o primeiro po´lo mais pro´ximo e´ zk
onde, por construc¸a˜o, Fk(z) e´ anal´ıtica). Repetindo este argumento po´lo a po´lo,
chegamos a` Eq.(G.1).














F (x) dx+ constante ,(G.2)
onde zk sa˜o os po´los (finitos) de ordem mk da func¸a˜o f : C→ R.
Prova. A demonstrac¸a˜o consiste simplesmente em se integrar a fo´rmula (G.1).
Corola´rio III: Seja f(z), anal´ıtica em C a menos de um nu´mero finito de
po´los zk de ordem mk. Se a integral
∮
γ
f(z) dz, sobre o c´ırculo γ de raio R→∞,
centrado na origem, se anula, enta˜o
∑
k αk,1 = 0.
Prova. Seja R2 > r2, onde r2 = maxk |zk|2. A integral
∮
γ
f(z) dz sobre o c´ırculo










Note que se f(z) = P (z)/Q(z) e´ uma func¸a˜o racional, i.e. P (z) e Q(z) sa˜o
polinoˆmios de ra´ızes na˜o coincidentes e o grau de Q(z) e´ maior do que o grau de
P (z), enta˜o zk sa˜o zeros de ordem mk de Q(z), e F (z) = 0.













Consideremos f(x) = 1/β(x), e que os po´los de f(x) — ou zeja: os zeros de β(x)
— sa˜o todos de ordem um, com excec¸a˜o de x∗ que e´ de ordem dois. Enta˜o








Os nu´meros αk,1 sa˜o os res´ıduos de f(x) em cada soluc¸a˜o xk (possivelmente com-
plexa) da equac¸a˜o β(xk) = 0. Como estes sa˜o po´los de primeira ordem, temos







onde usamos o fato de que β(xk) = 0. O nu´mero α∗,1 e´ o res´ıduo de f(x) no po´lo
de segunda ordem x∗, e pode ser calculado pela fo´rmula conhecida









Uma vez que β(x∗) = β′(x∗) = 0, podemos expandir β(x) em torno de x∗ como
β(x) = 1
2






1Pois, devido a` fatorac¸a˜o de um polinoˆmio em monoˆmios, ao tirar-se o denominador co-
mum das frac¸o˜es sob o somato´rio em (G.1) forma-se no denominador o polinoˆmio Q(x), e no
numerador um polinoˆmio que e´ necessariamente igual a P (x).
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Vamos calcular α∗,2 no caso espec´ıfico em que β(x) =
W ′(x)
W (x)
C(x), onde W (x)
e C(x) sa˜o polinoˆmios que supomos, por convenieˆncia, estarem normalizados.
Supomos tambe´m que x∗ e´ um zero de segunda ordem de W ′(x). Se o grau
de C(x) for maior que o grau de W (x) por no mı´nimo 3, vale o Corola´rio III.





























e o numerador da frac¸a˜o acima deve ser igual a W (x). Derivando este denomina-
dor, temos










(x∗ − xk) = 0 ,
ou seja:
α∗,2 = − α∗,1∑
k(x∗ − xk)−1
. (G.3)






C(x) = W ′(x) g(W ) ,











β′′′(x) = W (4)g + 3
[
(W ′′)2 +W ′W ′′′
] dg
dW






β(4)(x) = W (5)g + 3
[
















e na˜o e´ dif´ıcil ver que como W ′(x∗) = W ′′(x∗) = 0, e W (n)(x) = 0 para n ≥ 5,
temos que β(n)(x∗) = 0 para n ≥ 4. Assim, a se´rie de Taylor de β(x) em torno
de x∗ se escreve
β(x) = 1
2
β′′(x∗) (x− x∗)2 + 16β′′′(x∗) (x− x∗)3 .
















A integral do tempo em func¸a˜o
da func¸a˜o de Hubble




H6 + pH2 + q
dH ,
notamos o denominador do integrando e´ um polinoˆmio cu´bico em H24, e o fato-
ramos em suas treˆs ra´ızes h1,2,3:
f(H2) = H6 + pH2 + q = (H2 − h21)(H2 − h22)(H2 − h23) . (H.1)













onde αi sa˜o constantes em geral complexas facilmente determinadas:
α1 =
1−3µL4h41
(h21−h22)(h21−h23) ; α2 =
1−3µL4h42




As propriedades anal´ıticas da integral ficam determinadas pela natureza das ra´ızes
h2i , em geral complexas, que passamos a investigar. O nu´mero de ra´ızes reais e´















p = −κ4%2top/12 ; q = κ2%Λ/6L4µ = κ6%2top %Λ/72 ,






> 0 se µ > 0;
< 0 se µ < 0.
Se µ < 0 temos sempre ∆ > 0 e temos apenas uma raiz real. Se µ > 0, consi-
deremos |µ|  1, o primeiro termo domina sobre o segundo ja´ que p3 ∼ 1/µ3 e
q2 ∼ 1/µ2. Assim, ∆ ≈ − 1
27L12µ3
< 0 e temos 3 ra´ızes reais.
H.1 O caso µ < 0.
H.1.1 Soluc¸a˜o exata





Afirmamos que a raiz real e´ positiva. De fato, usando uma das fo´rmulas de Vie´ta





3 = −q > 0 .
Uma vez que h22h
2
3 = |h22|2 > 0, segue o que se afirma. A consequeˆncia disto e´ que




4 t = −α1
h1
arc cth (H/h1) +F (H) , (H.3)
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onde F (H) e´ uma func¸a˜o real na˜o singular. Note que assumimos que a relac¸a˜o
H > h1 e´ sempre va´lida, para que seja poss´ıvel recuperar o limite da gravitac¸a˜o
E.H., no qual h1 → HΛ (ver discussa˜o apo´s a Eq.(6.4)).1 Note ainda que h21 e´
a u´nica ra´ız real da equac¸a˜o cu´bica (H.1); mas esta equac¸a˜o e´ nada mais que a
Eq.(4.30) escrita em termos de H atrave´s da fo´rmula Λ = 3H2, logo
h21 = Λeff/3 . (H.4)
Para analisarmos o comportamento de F (H), notamos primeiro que α2 = α¯3,
e como h22 = h¯
2


























o que se pode reescrever como
F (H) = χ
{
log (H − x− iy) + log(H − x+ iy)−
− log(H + x+ iy)− log(H + x− iy)}+
+iυ
{
log (H − x− iy)− log(H − x+ iy)−
− log(H + x+ iy) + log(H + x− iy)} ;
o primeiro termo e´ real:
χ{· · · } = χ [log ((H − x)2 + y2)− log ((H + x)2 + y2))] .
Ja´ o segundo termo, iυ{· · · }, pode ser transformado em uma expressa˜o real por
meio da identidade
i log (1− iz)− i log (1 + iz) = 2 arc tg z = −pi − 2 arc tg (1/z) ,
de onde tiramos












1 No limite µ→ 0, as partes imagina´rias das ra´ızes complexas divergem.
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e, por fim, ignorando por enquanto a constante −2piυ, que sera´ ajustada com a
constante de integrac¸a˜o,



















se H →∞ , F → χ log(1)− 4υarc tg (∞) = −2pi υ ,
se H → 0 , F → χ log(1)− 4υ arc tg (0) = 0 .
Portanto a u´nica divergeˆncia de t(H) e´ em h21 = Λeff/3; ou seja: no futuro distante,
quando t→∞, H →√Λeff/3, e em algum instante finito t0 no passado a func¸a˜o
de Hubble diverge, indicando a existeˆncia de uma singularidade. Este instante






A forma final da Eq.(H.3) com a constante de integrac¸a˜o acima ajustada pode
enfim ser escrita:


























Aproximac¸a˜o para |µ|  1.
Como ja´ foi dito, h21,2,3 sa˜o as ra´ızes da Eq.(4.33), e podemos encontra´-las usando
1 Apesar de µ aparecer explicitamente no denominador de t0, ele tambe´m aparece impli-
citamente em υ, de forma que pode-se mostrar que no limite µ → 0 temos de fato o mesmo
resultado do que em EH, viz. t0 → 0.
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as Eqs.(F.13)-(F.15). Com S e T definidos na Eq.(??), temos








3(S − T ) = 3h¯23 . (H.7b)
Agora, expandindo para |µ|  1, obtemos






























As fo´rmulas (H.7) correspondem a` primeira escolha (i.e. (−)1/3 = −1). Caso se
escolha (−)1/3 = (1 ± i√3)/2, as fo´rmulas para as ra´ızes continuam as mesmas,
pore´m a ra´ız real (no caso, h21) na˜o sera´ mais dada por S + T , mas por uma das
outras fo´rmulas. Assim, tomando (−)1/3 = −1, temos




e portanto (compare a expressa˜o para h1 com a Eq.(4.33))



















Note que a parte imagina´ria das ra´ızes complexas divergem no limite µ→ 0.
Sera´ u´til mais adiante ter em ma˜os uma fo´rmula para t(H) quando |µ|  1.
Para tanto, precisamos determinar o valor de x, y, etc. na Eq.(H.6). Usando a
Eq.(H.9), podemos obter o valor de x e y. Com (H.9) obtemos para h2 = x+i y =
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√














































O caso µ > 0.
Quando µ > 0 existem treˆs ra´ızes rais para (H.1) e a integral (H.2) da´ uma soma
de treˆs arcos tangentes hiperbo´licos ou trigonome´tricos, dependendo do sinal das
ra´ızes h2i . Afirmamos que uma raiz, digamos h
2
3, e´ negativa; as outras duas sa˜o
positivas.
A demonstrac¸a˜o se faz em duas partes: (i) Os extremos da func¸a˜o cu´bica
(H.1) sa˜o em H2 = ±√p, e portanto ao menos uma ra´ızes e´ negativa (diremos
h23) e uma e´ positiva (digamos h
2






3 = −q < 0,
vemos que um nu´mero ı´mpar de ra´ızes devem ser negativas; logo h22 > 0.
Assim, a integral (H.2) tem a forma
I = −α1
h21
arc th (H2/h21)− α2h22 arc th (H
2/h22) +
α3
|h23| arc tg (H
2/|h23|) . (H.11)
As ra´ızes podem ser escritas explicitamente usando as fo´rmulas de Cardano.




































Aqui, deve-se fazer a correspondeˆncia adequada entre os xi e os h
2
j . Entre-
tanto, note que os argumentos dos cossenos sa˜o separados por 2pi/3, e um dos
xi < 0. Logo, o argumento dos cossenos positivos na˜o podem ser ambos maiores















O lado direito da Eq.(H.11) diverge quando H2 tende ao menor valor positivo de
h2i (que e´ restrito pela desigualdade acima). Logo, passa-se um tempo infinito
antes que H chegue a Htop.
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Apeˆndice I
Integrais para horizontes de
eventos
Neste apeˆndice, apresentamos as soluc¸o˜es de integrais dos tipos
I1 =
∫
sha(t/τ) chb(t/τ) dt ; I2 =
∫
t sh−1−δ(t/τ) ch(t/τ) dt . (I.1)
O primeiro pode ser resolvido com a troca de varia´veis




de onde temos uma func¸a˜o Beta de Euler incompleta (I.11):
I1 = − τ2
∫











































No ca´lculo do raio de horizontes de eventos, um dos limites de integrac¸a˜o
das integrais (I.1) e´ definido, e devemos determinar uma constante de integrac¸a˜o
na soluc¸a˜o acima. Para tanto podemos avaliar a anti-derivada (I.3) no limite
de integrac¸a˜o desejado. Assim, por exemplo, a integral (6.48), do tipo I1 com
a = −δ, b = 0, e limite de integrac¸a˜o inferior t = 0, tem como soluc¸a˜o I1(−δ, 0; t)−
I1(−δ, 0; 0), i.e.
r
(0)



























Ao se calcular tempos conformes, apenas a anti-derivada e´ necesa´ria, e na˜o
precisamos nos preocupar com a constante de integrac¸a˜o. Por exemplo, para














sh−δ (t/τ) sh−2 (t/τ) ch2 (t/τ) dt,




































sh−δ (t/τ) sh−4 (t/τ) dt
possui a = −δ − 4 e b = 0, e portanto
I
(B)
















Para resolver o segundo tipo de integral na Eq.(I.1), que tambe´m e´ necessa´rio
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em (6.63), notemos que





















A integral restante e´ a mesma que a da Eq.(6.49), mas com os limites de integrac¸a˜o
invertidos, e sem o limite de integrac¸a˜o definido. A soluc¸a˜o e´, portanto, (menos)
a Eq.(I.4) sem a constante de integrac¸a˜o:















Assim, temos por fim que

















































Esta mesma fo´rmula da´ a correc¸a˜o para o raio como´vel, (6.48), quando adicionada
a constante de integrac¸a˜o correspondente ao limite definido da integral.
Tempo conforme para t/τ  1. Vamos determinar uma expressa˜o para η(1)(t)
no limite em que t/τ  1, que sera´ u´til para calcularmos os valores das alturas
dos diamantes causais em GQT, quando e´ preciso avaliar η(1)(t) em tempos muito
menores que o instante caracter´ıstico τ .
Uma hipergeome´trica qualquer possui o seguinte limite assinto´tico:
2F1[a, b; c;x] ≈ Γ(c) Γ(c−b−a)Γ(c−a) Γ(c−b) + Γ(c) Γ(a+b−c)Γ(a) Γ(b) (1− x)c−(a+b); x→ 1,
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o que deixa claro a divergeˆncia de 2F1[a, b; c;x] perto da singularidade x = 1,
quando (as partes reais de) c < a+ b. Agora, para δ > 0, temos na fo´rmula (??):
— A primeira hipergeome´trica apresenta











e portanto diverge no limite em que t → 0 (lembrando que o argumento da
hipergeome´trica, 1/ch2(t/τ), tende a 1 neste limite).
— A segunda hipergeome´trica apresenta












— A terceira hipergeome´trica apresenta











e diverge para δ > 1, ou tende a um valor finito para δ < 1.






















; t→ 0 . (I.9)
Aqui, usamos
(1− ch−2(t/τ))−1 ≈ τ 2/t2; (t/τ) sh−δ(t/τ) ≈ (t/τ)−δ O(t/τ) ≈ 0 ,
e consideramos δ < 1, de forma que apenas os dois primeiros termos de (??)
contribuem.
Uma consequeˆncia colateral da ana´lise acima e´ a confirmac¸a˜o de que, assim
como as aproximac¸o˜es para a func¸a˜o de Hubble, para o fator de escala, etc. apre-
sentam comportamento indesejado a` medida que se aproxima da singularidade
em t = 0, tambe´m a correc¸a˜o do tempo conforme (e, consequentemente, do raio
do horizonte de eventos passado) falha neste limite.
— Relac¸a˜o entre a func¸a˜o Beta de Euler e a Hipergeome´trica.
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A func¸a˜o Beta de Euler incompleta e a func¸a˜o Hipergeome´trica se relacionam
atrave´s da fo´rmula
Bx(a ; b) =
xa
a
2F1 [a , (1− b) ; (a+ 1) ;x] . (I.10)
Demonstrac¸a˜o:
A func¸a˜o Beta de Euler incompleta e´ definida pela integral
Bx(p ; q) =
∫ x
0
zp−1 (1− z)q−1 dz . (I.11)
Quando x = 1, temos a func¸a˜o Beta de Euler usual, que pode ser escrita em
termos de func¸o˜es Gamma de Euler: B1(a ; b) = Γ(a)Γ(b)/Γ(a+ b). Por sua vez,
a func¸a˜o hipergeome´trica pode ser representada por





(z − x)−a (z − 1)c−b−1za−c dz . (I.12)
A fo´rmula desejada pode ser obtida reparando que a mudanc¸a de varia´veis y =
x/z; dz = −(x/y2) dy, mapeia o intervalo de integrac¸a˜o da func¸a˜o Beta incom-
pleta no intervalo de integrac¸a˜o de (I.12), i.e. z ∈ (0 , x) ⇐⇒ y ∈ (∞ , 1).
Assim,
















(y − x)q−1y−(p+q) dy ,
e comparando com o integrando da Eq.(I.12), vemos que com a identificac¸a˜o
a = 1− q ; c− b− 1 = 0 ; p+ q = c− a ,
a = 1− q ; b = p ; c = 1 + p ,
187
temos
Bx(p ; q) =
Γ(p) Γ(1)
Γ(p+ 1)
xp 2F1 [(1− q) , p ; (1 + p) ; x] .
Como Γ(1) = 1, Γ(p + 1) = pΓ(p) e 2F1 [a , b ; c ;x] = 2F1 [b , a ; c ;x], fica de-
monstrada a fo´rmula. Note entretanto que a Eq.(I.12) e´ va´lida para c > b > 0
(supomos todos os paraˆmetros reais), e que portanto devemos ter p > 0.
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